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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Книга, предлагаемая вниманию читателя, являет-

ся переводом двух отдельных книг: Дж. Милнора
«Топология с дифференциальной точки зрения» и

А. Уоллеса «Дифференциальная топология. Первые
шаги» (название, которое вполне подошло бы и

к книжке Милнора). Они почти не перекрываются
и весьма удачно дополняют друг друга. В .месте взя-

тые, они дают введение в основные понятия диффе-
ренциальной топологии, весьма наглядное и доступ-

ное широкому кругу читателей, начиная со студен-
тов младших курсов. Авторы излагают некоторые из

основных геометрических методов дифференциальной
топологии. Алгебраические средства остаются в сто-

роне, но читатель подводится к пониманию того, как

возникает необходимость в использовании этих

средств. Он сможет понять, в чем состоят некоторые

из недавних достижений дифференциальной топологии,
но еще не будет в состоянии усвоить полные доказа-

тельства. Знакомство с некоторыми из более простых и

более старых вещей будет включать и доказательства.

Книга Уоллеса входит в серию «Математических

монографий», издаваемую под редакцией Р. Ганнин-
га и Х.Росси, которая специально предназначена для

студентов младших курсов1). Ее вполне можно от-

нести к научно-популярной литературе (если, конеч-

но, не считать, что под это название подпадают только

брошюры типа «Отчего бывает день и ночь»).
Местами, особенно к концу, Уоллес не.доказывает,

а рассказывает — для научно-популярной литературы
это вполне естественно (часто даже неизбежно), нуж-
но лишь четко различать, что доказано, а что нет.

В книге Милнора по сравнению с первой изложе-
ние является заметно более сжатым, что в известной

!) Ранее у нас была переведена еще одна из книг этой се-
рии: М. С п и в а к, Анализ на многообразиях изд-во «Мир»,
1968.
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мере связано с ее происхождением. Она основана на

записях курса лекций, к тому же весьма небольшого

курса, в который Милнор тем не менее сумел вклю-

чить достаточно содержательный материал. Однако
никакого предварительного знакомства читателя с

предметом Милнор также не предполагает. Прорабо-
тав книгу Милнора, читатель сможет заделать почти

все дыры в первых семи параграфах книги Уоллеса.
В соответствии с элементарным характером изло-

жения материал первых четырех параграфов у Уол-
леса и первых трех параграфов у Милнора еще не

относится собственно к дифференциальной топологии:

сообщаемые здесь начальные сведения о гладких мно-

гообразиях нужны везде, где гладкие многообразия
встречаются. Ленг удачно назвал подобный материал
«ничьей землей, лежащей между обычным курсом
анализа, с одной стороны, и тремя великими диффе-
ренциальными теориями

— дифференциальной тополо-

гией, дифференциальной геометрией и дифферен-
циальными уравнениями

— с другой». Этот материал
Милнор и Уоллес излагают по-разному.

Милнор ограничивается гладкими многообразия-
ми, расположенными в евклидовом пространстве, а

у Уоллеса гладкое многообразие определяется как

топологическое пространство с определенной допол-
нительной структурой (и a priori не предполагается
куда-либо вложенным). Преимуществом первого под-
хода является простота и наглядность, а также рез-
кое сокращение расхода времени на обсуждение осно-

ваний (последнее, вероятно, и определило выбор
Милнора). Зато абстрактный подход является более

гибким, ибо он избавляет от необходимости всякий

раз, когда вводится то или иное многообразие, об-

суждать, как его расположить в евклидовом прост-

ранстве и не зависят ли те или иные свойства от осо-

бенностей такого расположения. Другое различие со-
стоит в том, что Милнор подробно останавливается

на «приведении в общее положение посредством ма-

лых шевелений» (круг вопросов, связанный с теоре-
мой Сарда), тогда как Уоллес этого не касается.
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Параграфы 4, 5, 6 книги Милнора посвящены сте-

пени отображения и ее применениям. С точки зрения

«высокой науки» степень отображения является про-
стым приложением теории гомологии, которая сама

является всего лишь самой простой частью алгебраи-
ческой топологии. Однако несомненно, что многим хо-

телось бы ознакомиться только со степенью отобра-
жения, по возможности избегая всего остального.

Книга Милнора предоставляет такую возможность1).
Во многом книга Милнора близка к первым двум

главам и части третьей главы монографии Л. С. Понт-
рягина ([29] в списке литературы), по которой учи-
лись многие советские математики. За 15 лет эта мо-

нография, вышедшая небольшим тиражом, стала до-

вольно редкой; к тому же она по своему характеру

труднее для начинающего, ибо ее основная цель не

была учебной, а состояла в том, чтобы дать изложе-

ние результатов Понтрягнна о гомотопических груп-
пах сфер, полученных с использованием открытой им

связи между задачами гомотопической и дифферен-
циальной топологии. Милнор посвятил этой связи § 7.
В конце он иллюстрирует ее на простейшем примере
(теорема Хопфа) и сообщает, что теперь эти идеи,

если можно так выразиться, работают в другую сто-

рону— не от многообразий к гомотопиям, а наобо-

рот. На этом книжка Милнора естественным образом
заканчивается — чтобы идти дальше, требуется аппа-

рат алгебраической топологии в изрядном объеме.

') Не зависящее от теории гомологии определение степени

отображения дает известные преимущества при преподавании,
позволяя строить теорию гомологии сразу для клеточных раз-
биений.

В чисто логическом отношении более простым следовало бы

признать не гладкое, а комбинаторное (но не опирающееся на

гомологии) определение степени, ибо таковое можно дать, исполь-

зуя только элементы линейной алгебры и простейшие свойства
непрерывных функций. (Непрерывные отображения при этом ап-

проксимируются не гладкими, а кусочно-линейными.) Однако,
хотя формально эти «элементарные» средства и проще, чем ана-

лиз, практически последний уже с младших курсов становится

не менее привычным; доказательства же при «гладкой» трактовке
степени отображения получаются короче и изящнее (что, впро-
чем, зависит от вкуса).
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Основная часть книги Уоллеса посвящена крити-
ческим точкам функций и связанным с ними геомет-

рическим операциям (сферическим перестройкам, или

перестройкам Морса), которые можно использовать

для исследования структуры гладких многообразий.
Представление о таком использовании дают приводи-
мые Уоллесом теоремы о двумерных и трехмерных мно-

гообразиях. Последний § 8 содержит некоторые ука-
зания о том, как эти методы могут применяться в

менее элементарной обстановке; подчеркивается, что

при этом необходимо сочетать их с методами алгеб-

раической топологии, и до некоторой степени разъяс-
няется, почему необходимо такое сочетание.

При переводе было добавлено несколько литера-
турных ссылок, а во всех случаях, когда та или иная

работа имеется на русском языке, ссылка дается на

русский перевод или на первоначальную русскую пуб-
ликацию. Однако там, где авторы, говоря о вещах,

входящих в обычные университетские курсы, ссылают-
ся на американские учебники, мне казалось ненужным
делать примечание об их русских аналогах. Естествен-
но предполагать, что читатель достаточно хорошо зна-
ком с подобными вещами, а при необходимости осве
жить свою память сам выберет из многочисленных

пособий то, которое ему больше нравится.
Указания о дальнейшем изучении предмета, имею*

щиеся в конце обеих книг, при переводе были сведе-
ны в один (заключительный раздел с рекомендуемой
литературой); естественно, что при этом слиянии их

пришлось отредактировать и они были расширены.
Ссылки на книги, составляющие настоящее изда-

ние, делаются так: см. Милнор, стр Ссылкина
другую литературу указываются номерами, заключен-
ными в квадратные скобки. Номера относятся к об-

щему списку, приведенному в конце.

Большим достоинством обеих книг является нали-

чие в них упражнений. Я позволил себе добавить
еще несколько упражнений к книге Милнора; как и

добавленные литературные ссылки, они отмечены

звездочкой.
Д. В. Аносов



А. УОЛЛЕС

Дифференциальная
топология.

Первые шаги
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Что изучает дифференциальная топология? Если
бы этот вопрос задал достаточно продвинувшийся
учащийся с хорошей подготовкой по алгебраической
топологии, то ему можно было бы дать довольно ис-

черпывающий ответ. Но этот ответ был бы техниче-

ским. Цель настоящей книги — ответить на этот вопрос
студенту, находящемуся на гораздо более ранней ста-

дии обучения. Мы попытались сделать это, создавая

у читателей интуитивное понимание некоторых сторон

предмета, причем мы сводим к минимуму необходи-
мые предварительные знания и избегаем тонкостей и

технически трудных мест.

Круг идей, излагаемых в книге, ограничен мето-

дом сферических перестроек и изучением критиче-
ских точек функций на многообразиях. Эти идеи,

с одной стороны, допускают простое геометрическое

описание, а с другой — являются мощным инструмен-
том для изучения структуры многообразий. Простым
примером этого служит проведенная с их помощью

в § 7 классификация двумерных многообразий.
Дальнейшее продвижение в изучении многообра-

зий— а это является главной целью дифференциаль-
ной топологии — требует добавления к описанным

здесь геометрическим методам более мощного алгеб-

раического аппарата. Кое-какие указания о необхо-
димых для этого идеях можно найти в § 8.

Короче говоря, в книге описаны только первые
шаги дифференциальной топологии. Как и в любом

разделе топологии, они должны быть геометрически-
ми, при изучении дальнейших или технически более
сложных шагов необходимо иметь интуитивное гео-

метрическое понимание предмета и исходить из него.

От читателя предполагается знакомство с анали-

зом, включая некоторые свойства дифференциальных
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уравнений, а также с поведением квадратичных форм
при линейной замене переменных. Никакого предва-
рительного знания топологии не требуется. Все нуж-
ные сведения из общей топологии изложены в пер-

вом параграфе, а студенты, которые уже усвоили по-

нятия открытого и замкнутого множества и непре-

рывного отображения, могут спокойно начать со вто-

рого параграфа.
Параграфы 2 и 3 знакомят читателя с понятиями

гладкого многообразия и гладкого отображения.
В § 4 изучается один из центральных вопросов диф-
ференциальной топологии — теория критических то-

чек функций на гладком многообразии. Это изучение
продолжается в § 5, где исследуются многообразия
уровня данной функции. В результате в § 6 мы есте-

ственно приходим к определению сферической пере-

стройки. В § 7 развитые в предыдущих главах поня-

тия применяются к задаче о классификации поверх-
ностей. Параграф 8 содержит некоторые указания по

поводу дальнейшего изучения предмета.

А. Уоллес

Филадельфия, Пенсильвания



§ 1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

1.1. Окрестности

Общую, или теоретико-множественную топологию,
можно охарактеризовать как абстрактное изучение
понятий близости и непрерывности. Для этого надо

прежде всего отыскать в элементарной геометрии те

свойства близости, которые представляются основны-

ми, и принять их за аксиомы. Пусть Е есть «-мерное

евклидово пространство, и пусть р
— его точка.

Окрестность точки р по идее должна была бы со-

стоять из точек, близких к р, и целиком окружать р.

Уточняя это рассуждение, определим окрестность
точки р как произвольное множество U, содержащее
открытый шар ') с центром в точке р. Согласно это-

му определению, множество U на рис. 1.1 является

окрестностью точки р на плоскости, поскольку оно

содержит открытый круг с центром в этой точке. Но

для множеств U, изображенных на рис. 1.2 и 1.3, лю-

бой круг с центром в точке р будет содержать точки,

лежащие вне U, так что в этих случаях U не является

окрестностью точки р. Определение окрестности фор-
мулируется так, чтобы по возможности освободиться
от понятий размера и формы, не играющих никакой

роли в топологии.

Используя данное определение окрестности точки

в евклидовом пространстве, легко проверить следую-
щие свойства:

') Обратите внимание на различие между шаром и сферой:
замкнутый (соответственно открытый) шар радиуса г состоит из

тех точек, расстояние которых до центра не превосходит г (соот-
ветственно строго меньше г), а сфера — из точек, отстоящих от

центра ровно на г. В некоторых разделах математики часто

«шар» называют «сферой», но лучше этого избегать, особенно
в геометрии, где нужны и шары, н сферы. Забегая вперед, замечу,
что позднее под «сферой» часто будет пониматься любое много-

образие, диффеоморфное сфере (смысл этого выяснится в § 2).—
Прим. ред.
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1) точкар принадлежит любой своей окрестности.

2) если U — окрестность точки р, а Уэ[/, то

V — тоже окрестность точки р;

3) еслиU и V — окрестности точки р, то их пере-

сечение U(]V — тоже окрестность точки р;

Рис. 1.1. Рис. 1.2.

Рис. 1.3.

4) если U — окрестность точки р, то можно найти

такую окрестность V точки р, что V с: U и V являет-

ся окрестностью каждой из своих точек.

Упражнение 1.1. Докажите свойства 1—4.

Детальный разбор тех свойств окрестностей и не-

прерывности, которые встречаются, например, в кур-
се математического анализа, показывает, что все эти
свойства можно вывести из четырех выписанных выше.

Поэтому при абстрактном подходе разумно принять
свойства 1—4 за аксиомы. Это приводит к следую-
щему определению.

Определение 1.1.
ство — это множество Е,

Топологическое простран-
каждая точка р которого
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снабжена набором подмножеств Е, называемых окре-

стностями точки р и удовлетворяющих четырем при-
веденным выше условиям.

Примеры. 1.1. Евклидово пространство с окре-
стностями, определенными выше, является топологи-

ческим пространством.
1.2. ПустьS — сфера (скажем, единичная сфера

в трехмерном пространстве с центром в начале ко-

ординат). Назовем множество U окрестностью точки

р в S, если для некоторого е оно содержит все точки

S, удаленные от р на расстояние, меньшее е. Сле-

дует проверить, что все аксиомы для окрестностей
выполняются. Таким образом, S является топологи-

ческим пространством.
1.3. Случайдругих поверхностей разбирается так

же, как случай сферы. Например, можно превратить
в топологическое пространство тор — поверхность, за-

метаемую окружностью радиуса 1 с центром в точке

B,0,0) при вращении плоскости (х, у) вокруг оси у.

Кроме того, сферы больших размерностей превра-
щаются в топологические пространства тем же спо-

собом, что и двумерная сфера в примере 1.2.

Заметим, что в примерах 1.2 и 1.3 объемлющее
евклидово пространство играет лишь вспомогатель-

ную роль. В обоих случаях рассматриваемое тополо-
гическое пространство является подмножеством, и

для определения топологии существенны лишь точки
этого подмножества. Любое подмножество евклидова

пространства тем же способом можно превратить в

топологическое пространство. На самом деле то же

самое можно сделать с подмножеством любого то-

пологического пространства. Точнее, пусть Е— топо-

логическое пространство, a F — его подмножество.

Пусть р
— точка множества F. Назовем подмноже-

ство U множества F окрестностью точки р в F, если

U = Ff]V, где V— окрестность точки р в Е. Про-
верьте в качестве упражнения, что определенные так

окрестности в F удовлетворяют аксиомам окрест-
ностей.
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Определение 1.2. Множество F, превращен-
ное в топологическое пространство таким способом,
называется подпространством пространства Е.

Пример 1.4. В примерах 1.2 и 1.3 сфера и тор
являются подпространствами трехмерного евклидова

пространства.

Заметим, что во всех построенных выше примерах
топологические пространства появлялись как подпро-

странства евклидова пространства. Тем не менее от-

нюдь не все топологические пространства обладают
этим свойством. Например, пусть Е — множество всех

ограниченных функций, заданных на единичном ин-

тервале / и принимающих действительные значения.

Объявим множество U окрестностью функции р в Е,
если оно содержит все функции q в Е, для которых

(^) — q(x)\ меньше, чем некоторое е. Легко

видеть, что аксиомы окрестностей выполняются. Мо-
жно показать (но это не так уж просто), что Е не

может быть подпространством никакого евклидова

пространства. Впрочем, после того как это замечание

сделано, о нем можно забыть на время чтения данной
книги, поскольку все пространства, с которыми нам

придется иметь дело, будут подпространствами евкли-

довых пространств.

Заметим еще, что под окрестностью подмножества
А в Е понимают любое множество, являющееся окрест-
ностью каждой точки из А.

1.2. Открытые и замкнутые множества

Два вида подмножеств в топологическом прост-

ранстве оказываются особенно важными.

Определение 1.3. Пусть Е — топологическое

пространство, a U — его подмножество. Множество И

называется открытым в Е (или просто открытым, ко-

гда нет опасности путаницы), если U является окре-

стностью для любой точки ре(/.

Определение 1.4. Пусть Е — топологическое

пространство, a F —его подмножество. Множество Е
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называется замкнутым в Е (или просто замкнутым),
если множество E\F открыто.

Примеры. 1.5. Пусть Е — плоскость, a U — от-

крытый круг в Е. Тогда U — открытое множество.

Докажите это в качестве упражнения.
1.6. Пусть Е — плоскость, a F — замкнутый крут.

Тогда F — замкнутое множество.

1.7. Аналогичнов евклидовом пространстве любой

размерности открытый шар той же размерности
является открытым множеством, а замкнутый

— зам-

кнутым.

1.8. Множество точек (хи...,хп) в n-мерном ев-

клидовом пространстве, координаты которых при фик-
сированных а,- и bi удовлетворяют неравенствам
а-х < xt < bt (i = 1,2,..., п), открыто. Множество то-

чек, для которых at ^ хг ^С bit замкнуто.

Очень существенным является описываемое сле-

дующей теоремой поведение открытых и замкнутых
множеств относительно операций объединения и пе-

ресечения:

Теорема 1.1.

1) Объединение любой совокупности открытых
множеств открыто.

2) Пересечение конечного числа открытых мно-

жеств открыто.

3) Пересечение любой совокупности замкнутых
множеств замкнуто.

4) Объединениеконечного числа замкнутых мно-

жеств замкнуто.

Доказательство. 1) Пусть дана совокупность

открытых множеств пространства Е, члены которой
мы обозначим через Ut (i пробегает какое-то множе-

ство индексов). Положим U = UtA и возьмем точку
рви. Тогда для некоторого i точка р лежит в Uu
так что U{ есть окрестность точки р. Но U гэ Uu от-

куда U — окрестность точки р (аксиома 2). Поэтому
U является окрестностью каждой своей точки и, сле-

довательно, открытым множеством (определение 1.3).
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2) Пусть Ui и i/г — открытые множества, и пусть
ре Uif]U2- Так как U\ и У2 оба открыты и содержат

точку р, они являются окрестностями точки р (опре-
деление 1.3). Следовательно, U\(]U2 есть окрестность

точки р. Таким образом, множество Ui(MJ2 является

окрестностью каждой своей точки и потому открыто

(определение 1.3).
Утверждение пунктов 3) и 4) получается из

утверждений 1) и 2) взятием дополнений.

Заметим, что доказательство пункта 2) не прохо-
дит для пересечения бесконечного числа открытых
множеств. Например, если ? — действительная прямая,

a Un — интервал ( — —,
— ], то каждое множество Un

открыто, но пересечение всех Un состоит из одной
точки 0 и не является открытым множеством.

Пусть теперь А ¦— любое множество в топологи-

ческом пространстве Е. По теореме 1 объединение
Int Л всех открытых множеств, содержащихся в А,
открыто. Ясно, что это «наибольшее» открытое мно-

жество, содержащееся в А.

Определение 1.5. IntA называется внутрен-
ностью множества A (Int — сокращенное «interior»).

Двойственным образом пересечение А всех зам-

кнутых подмножеств, содержащих А, замкнуто и яв-

ляется «наименьшим» замкнутым множеством, со-

держащим А.

Определение 1.6. А называется замыканием

множества А.

Определение 1.7. FrA = АпСА называется

границей множества A (Fr— сокращенное «frontier»).

Пример 1.9. Пусть Е — плоскость, а А — откры-
тый круг, к которому добавлены точки верхней полу-
окружности. Тогда Int Л есть открытый круг, А —

замкнутый круг, a Ft A — окружность.

Упражнения. 1.2. Пусть А — множество в топологиче-

ском пространстве. Докажите, что точка р лежит в Int Л тогда а
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только тогда, когда она имеет окрестность, целиком содержа-
щуюся в А. Докажите также, что р лежит в А тогда и только

тогда, когда каждая окрестность точки р пересекает Л.

1.3. Покажите,что для любых двух множеств А и В_в топо-

логическом пространстве Л U В = A U В и А Л В с Л П В.

1.4. Пусть Е— топологическое пространство, a F — подпро-
странство. Покажите, что множество U, лежащее в F, открыто
в F тогда и только тогда, когда U = V f\ F, где V — открытое
множество в Е.

1.3. Непрерывные отображения

Пусть Е и F— топологические пространства, и

пусть / — отображение пространства Е в F. Послед-
нее обозначают так:

f:E-+F.

Идея непрерывности состоит просто в том, что точки,

близкие друг к другу в Е, отображаются в точки,

близкие друг к другу в F. Это уточняется следую-
щим образом:

Определение 1.8. Отображение f: E-*F не-

прерывно в точке р, если для любой окрестности V

точки f(p) в F существует такая окрестность U точки

р в Е, что f(U)cz V. Отображение f непрерывно, если
оно непрерывно в каждой точке пространства Е.

Упражнения. 1.5. Пусть в определении 1.8 как Е, так

и F является действительной прямой. В этом случае обычное оп-

ределение непрерывности функции f в точке х состоит в следую-
щем: для любого е > 0 существует такое б > 0, что если

|*' — х\ < б, то \f(x')—f(x)\ < e. Докажите, что это эквива-
лентно определению 1.8.

1.6. Пусть дано отображение f:E->F. Докажите, что / не-

прерывно тогда и только тогда, когда прообраз любого откры-
того в F множества открыт в Е. Используйте это для доказа-

тельства того, что композиция непрерывных отображений непре-
рывна.

1.7. Пусть Е является объединением двух замкнутых мно-

жеств А и В, и пусть дано отображение f:E->F. Предположим,
что ограничения отображения / на множества А и В являются

непрерывными отображениями этих множеств в F. Покажите,
что / также непрерывно. Постройте пример, показывающий, что
если множества А и В не замкнуты, то отображение f не обяза-
но быть непрерывным.
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Особое значение имеют те непрерывные отобра-
жения, у которых существуют непрерывные обратные
отображения.

Определение 1.9. Пусть / — взаимно одно-

значное отображение пространства Е в F. Таким

образом, существует обратное отображение g прост-
ранства F в Е. Если и f, и обратное к нему отобра-
жение непрерывны, то f называется гомеоморфизмом, и

тогда говорят, что пространства Е и F гомео-

морфны.

С точки зрения общей топологии гомеоморфные
пространства не отличаются друг от друга. Таким

образом, можно сказать, что нас интересуют те свой-

ства, которые, будучи верными для одного простран-
ства, верны и для всех гомеоморфных ему про-

странств. Сформулируем это иначе. Заметим, что

гомеоморфизм между Е и F устанавливает взаимно

однозначное соответствие между окрестностями в ? и

окрестностями в F, а также между открытыми мно-

жествами в ? и открытыми множествами в F. Сле-

довательно, любое свойство, формулируемое только

с помощью окрестностей и открытых множеств, яв-

ляется топологическим свойством. Вскоре у нас по-

явятся примеры таких свойств.

1.4. Топологические произведения

В этом разделе описывается метод, который часто

используется для получения новых пространств из уже
имеющихся.

Пусть Е и F — топологические пространства. Мно-
жество Е X.F определяется как множество пар (р, q),
где р е Е, a q e F. Оно превращается в топологиче-

ское пространство следующим образом: если (р, q) e
е Е X F, то окрестность точки (р, q) — это любое

множество, содержащее множество вида U X V, где
U — окрестность точки р в Е, а V — окрестность q в F.

Нетрудно видеть, что аксиомы 1—4 для таких окрест-

ностей выполняются.
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Определение 1.10. Множество Е у, F, превра-
щенное в топологическое пространство только что опи-

санным способом, называется топологическим произве-

дением пространств Е и F-

Примеры. 1.10. Если Е = F = действительная
прямая, то Е X F — плоскость с обычной топологией

двумерного евклидова пространства.
1.11. ЕслиЕ — двумерное евклидово пространство,

a F — действительная прямая, то ExF— трехмерное
евклидово пространство. Этот факт обобщается оче-

видным образом: топологическое произведение евкли-

довых пространств размерностей тип есть евклидо-

во пространство размерности m + п.

1.12. ЕслиЕ — интервал на действительной пря-
мой, г F— окружность, то Е X F — цилиндр.

1.13. Позжемы увидим со всеми подробностями,
что тор является топологическим произведением ок-

ружности на себя.

1.5. СВЯ8НОСТЬ

В этом и следующем разделе мы опишем два важ-

ных топологических свойства. Первое из них, связ-

ность, есть, так сказать, свойство состоять из одного

куска.

Определение 1.11. Пространство Е связно,
если его нельзя представить в виде объединения двух
непустых непересекающихся множеств, открытых в Е.
Множество в топологическом пространстве связно,
если оно связно как подпространство.

Примеры. 1.14. Пусть Е — пространство, которое
состоит из двух точек — а и b и в котором окрестно-
стями точки а являются множества {а} и {a, b), a ок-

рестности точки b — это {Ь} и {а, Ь). Легко видеть, что
аксиомы окрестностей выполняются. Кроме того,
множества {а} и {6} открыты; таким образом, Е яв-

ляется объединением двух открытых непересекающих*
ся множеств. Следовательно, пространство Е не

связно.
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1.15. Пусть А — объединение двух открытых непе-

ресекающихся кругов на плоскости. Тогда Л не связно.

Намного труднее дать пример связного простран-
ства ') (за исключением некоторых тривиальных слу-
чаев, вроде пространства, состоящего из одной точки).
Один из наиболее важных примеров — это интервал
на прямой. Интуитивно совершенно ясно, что он со-

стоит из одного куска и должен быть связным, но

это, конечно, нужно доказать.

Теорема 1.2. Пусть А — открытый интервал на

прямой, скажем, множество таких действительных чи-

сел х, что 0 < х < 1. Тогда А связно.

Доказательство. Предположим, что А не

связно. Тогда по определению А = В U С, где В и

С — некоторые непустые непересекающиеся множест-

ва, открытые в Л и, следовательно, на прямой. По-

скольку В и С непусты, найдется точка (>еВ и точ-

ка с е С. Предположим для определенности, что

b < с. Теперь определим D как множество тех точек

х в В, для которых х < с. Множество D непусто, по-

скольку оно содержит точку Ь. Пусть d — наимень-

шая верхняя грань чисел из D. Покажем, что d не

может лежать ни в Б, ни в С. Поскольку тем не ме-

нее d заключено между b и с, оно заведомо лежит

в Л, а значит, либо в В, либо в С. Это противоречие
покажет, что Л на самом деле связно.

Итак, предположим, что de В. Так как все х из

D удовлетворяют неравенству х < с, то d < с, а раз
d лежит в В, то в действительности d <. с. Множество
В открыто, и поэтому существует открытый интервал
U, содержащий d и лежащий в В. Если взять длину

U меньше, чем с — d, то U будет содержаться в D.

Но тогда и правый конец U лежал бы в D и был бы

больше, чем d, что невозможно, ибо d — верхняя
грань чисел из D. Поэтому d не может лежать в В.

!) Точнее связность приходится доказывать — нельзя же

перебрать в уме одно за другим все возможные представления
Е в виде объединения двух открытых подмножеств и убедиться,
что эти два подмножества всегда пересекаются.

— Прим, ред.
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Предположим теперь, что deC. Тогда, поскольку
С открыто, найдется интервал U, содержащий точку
d и лежащий в С. Но это означает, что для некото-

рого е < 0 не существует точек множества В (а ста-

ло быть, и D), заключенных между d— е и d. Это

противоречит тому факту, что d есть точная верхняя
грань чисел из D. Следовательно, d ф. С.

Таким образом, d не лежит ни в В, ни в С, что и

приводит к требуемому противоречию, как это уже
объяснялось выше. Доказательство окончено.

Ясно, что тем же способом с небольшими изме-

нениями можно доказать связность интервалов, со-

держащих один или оба конца, а также интервалов,
бесконечных в одном или обоих направлениях.

Теорема 1.2 допускает обращение, которое доволь-
но тривиально.

Теорема 1.3. Если множество действительных чи-

сел А связно, то А есть интервал (конечный или бес-

конечный, с включенными или не включенными кон-

цами).

Доказательство. Пусть а и Ь—две точки

из А, причем а <.Ь. Надо показать, что А содержит
все числа с, лежащие между а и Ь. Предположим,
что существует число с, заключенное между а и Ь, но

не принадлежащее А. Пусть В — множество всех чи-

сел из А, меньших с, & С — множество всех чисел из

А, больших с. Тогда А = В I) С, причем В и С оба

открыты в А, не пересекаются и непусты. Это проти-
воречит предположению о связности А, и поэтому та-

кого числа с не существует. Следовательно, А — ин-

тервал.

Теперь уже довольно легко строить другие приме-
ры связных пространств. Следующая теорема дает
общий метод получения новых связных пространств
из уже имеющихся.

Теорема 1.4. Пусть f: Е —* F — непрерывное ото-

бражение связного пространства Е на пространство F.
Тогда F связно.
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Доказательство. Предположим, что теорема
не верна. Тогда F = A U В, где А и В непусты, не

пересекаются и открыты. Но при этом Е = f~](A)\j
U f-ЦВ), причем f~4A) и 1~*(В) непусты, не пересе-
каются и, согласно упражнению 1.6, открыты. Это

противоречит связности Е, так что F обязано быть

связным.

Из этой теоремы, в частности, следует, что если

пространство Е связно, a F гомеоморфно Е, то F

связно, так что связность является топологическим

свойством. Вот другой пример использования теоре-
мы 1.4. Существует непрерывное отображение еди-
ничного отрезка действительных чисел 0 ^ х *С 1 на

окружность, а именно отображение, переводящее точ-

ку л; в точку (cos2njf, sin2n*) на плоскости. Поэтому
окружность связна.

Теорема 1.5. Если Е и F — связные пространства,
то произведение Е X F также связно.

Доказательство. Как обычно, проводим до-

казательство от противного. Предположим, что

Е X F не связно. Тогда Е X F = A U В, где множе-

ства А и В открыты, не пересекаются и непусты.

Возьмем точку (х, у) в А. Множество ?Х {у} гомео-

морфно пространству Е и потому связно. Отсюда сле-

дует, что Е X Ы содержится в А. В противном слу-
чае его пересечения с Л и В давали бы разложение
на открытые и не пересекающиеся непустые множе-

ства. Но теперь аналогичное рассуждение показы-

вает, что для любого х' из Е слой {х'} X F должен

содержаться в А. Выходит, что всё Е X F содержится
в А, значит, В должно быть пусто. Это и дает тре-

буемое противоречие, поскольку В предполагалось
непустым. Поэтому Е X F связно.

Пример 1.16. Мы уже видели, что открытый ин-

тервал / на прямой связен. Отсюда следует, что квад-

рат Р = / X / связен. По индукции заключаем, что

п-мерный куб /" связен. Аналогично, поскольку дей-
ствительная прямая связна, n-мерное евклидово про-

странство также связно.
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Упражнения. 1.8. Пусть А — связное множество в топо-

логическом пространстве Е. Пусть множество В таково, что

A cz В сг А. Докажите, что тогда В связно.

1.9. Пусть А и В — связные множества в пространстве Е,
и пусть А П В непусто. Докажите, что A U В связно.

Примеры. 1.17. Пример 1.16 показывает, что

открытый круг (гомеоморфный квадрату Р) связен.

Теперь из упражнения 1.8 следует, что связным будет
и множество, полученное добавлением к кругу всех

или только некоторых точек на окружности. Анало-
гичный пример можно построить для больших раз-
мерностей.

1.18. Обыкновенную сферу можно представить в ви-

де объединения двух замкнутых кругов с непустым
пересечением. Поэтому, согласно упражнению 1.9, эта

поверхность связна. Аналогично «-мерная сфера бу-
дет связной при любом п ^ 1.

1.6. Компактность

Понятие компактности обобщает свойство быть

замкнутым и ограниченным множеством в евклидо-

вом пространстве. Сначала мы наложим на рассмат-
риваемые пространства аксиому отделимости Хаус-
дорфа. В общей топологии ее выполнение предпола-

гается не всегда, однако нас эта аксиома устраивает,

поскольку для всех пространств, которыми мы инте-

ресуемся, она так или иначе выполняется.

Определение 1.12. Будем называть топологи-

ческое пространство хаусдорфовым, если оно обла-
дает следующим свойством: каковы бы ни были две
различные точки р и q, существует такая окрестность
U точки о и такая окрестность V точки а, что

Примеры. 1.19. Любое евклидово пространство
является хаусдорфовым.

1.20. Любое подпространство евклидова простран-
ства хаусдорфово. На самом деле любое подпро-
странство любого хаусдорфова пространства хаусдор-
фово.
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Прежде чем определять компактность, нужно дать
несколько предварительных определений.

Определение 1.13. Покрытие топологического

пространства Е — это набор множеств из Е, объеди-
нение которых дает все пространство Е. Оно назы-

вается открытым покрытием, если каждое множество

в наборе открыто.

Определение 1.14. Пусть дано покрытие то-

пологического пространства. Подпокрытие — это по-

крытие, все множества которого принадлежат дан-

ному покрытию.

Определение 1.15. Компактное пространство
(или компакт) — это хаусдорфово пространство, об-

ладающее тем свойством, что каждое его открытое
покрытие содержит конечное подпокрытие, т. е. под-

покрытие, состоящее из конечного числа множеств.

Множество в топологическом пространстве называет-

ся компактным, если оно является компактным под-

пространством.

Примеры. 1.21. Теорема Бореля—Лебега из

анализа показывает, что замкнутое ограниченное
множество в евклидовом пространстве является ком-

пактным (см. [16]).
1.22. Действительная прямая не компактна. Чтобы

убедиться в этом, рассмотрим набор открытых интер-
валов вида (п—1,п+ 1) с целыми п. Это открытое
покрытие действительной прямой, однако никакой ко-

нечный набор этих интервалов, очевидно, не может

покрыть всей прямой. Аналогичное рассуждение по-

казывает, что n-мерное евклидово пространство не

компактно и что на самом деле не компактно любое

неограниченное подмножество евклидова простран-
ства.

Упражнения. 1.10. Покажите, что n-мерная сфера ком-

пактна при любом п.

1.11. Докажите, что замкнутое подмножество компакта ком-

пактно и что компактное множество в любом хаусдорфовом
пространстве замкнуто.



§ t. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 27

Заметим теперь, что компактное подмножество ев-

клидова пространства должно быть замкнутым

(упр. 1.11) и ограниченным (пример 1.22). Мы полу-
чаем теорему, обратную к теореме Бореля — Лебега.

Существует общая теорема, утверждающая, что то-

пологическое произведение компактных пространств
компактно (см. [10]). Здесь мы не будем доказывать

ее. Однако нам понадобится один ее частный слу-

чай, а именно когда перемножаемые компактные про-

странства А я В лежат в евклидовых пространствах

размерностей т и п. Тогда их произведение есть под-

пространство в (п + т) -мерном пространстве. Так как

пространства А и В компактны, они замкнуты и ог-

раничены, согласно только что сделанному замеча-

нию. Поэтому их произведение является замкнутым и

ограниченным подмножеством евклидова пространст-
ва (проверьте это!). Следовательно, А УС В компакт-

но по теореме Бореля — Лебега.
Компактность является топологическим свойством,

поскольку она определяется в терминах открытых
множеств. В действительности она сохраняется при
любом непрерывном отображении.

Теорема 1.6. Пусть f: Е —> F — непрерывное ото-

бражение компактного пространства Е на хаусдорфо-
во пространство F. Тогда пространство F является

компактным.

Доказательство. Пусть дано открытое по-

крытие пространства F, открытые множества кото-

рого обозначены через ?/,, где i пробегает некоторое
множество индексов. Тогда множества /"*({/,•) обра-
зуют покрытие пространства Е, причем, согласно уп-
ражнению 1.6, это открытое покрытие. Так как Е

компактно, найдется конечный набор, скажем

/"'(f/i), ..., f~l(Un), его покрывающий. Но в таком

случае множества Ut, ..., Un образуют конечное

подпокрытие данного покрытия пространства F. По-

скольку F, кроме того, предполагается хаусдорфо-
вым, то F является компактным.
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1.7. Пространства со счетной базой1)

(При первом чтении этот раздел можно опустить.)
Пусть Е— топологическое пространство и {Ua}—со-
вокупность некоторых его открытых подмножеств.
Пна называется базой пространства Е, если любое

открытое подмножество пространства Е можно пред-

ставить как объединение некоторых Ua. В дальней-
шем встречаются исключительно топологические про-

странства со счетной базой.

Примеры. 1.23. n-мерное евклидово простран-
ство имеет счетную базу, состоящую из шаров, у ко-

торых центры находятся в точках (хи ¦ ¦
•, хп) с ра-

циональными координатами и радиусы рациональны
(докажите, что это база!).

1.24. Если Е — топологическое пространство со

счетной базой {?/„} и F — его подпространство, то F

тоже имеет счетную базу, а именно в качестве тако-

вой годится {Un OF} (проверьте!).

Упражнение 1.12. В топологическом пространстве со

счетной базой из всякого открытого покрытия можно выбрать
счетное подпокрытие. {Схема доказательства. Пусть {Un}—счет-
ная база, a {Vn} — открытое покрытие. Представив каждое Va
как объединение некоторых U„, возьмем все fn, которые при
этом встретятся (при всевозможных а); пусть это будут Un ,

Un , .... Докажите, что Шп \ —счетное покрытие Е,и вспомните,

что каждое Un_ содержится в некотором Vu.)

§ г. гладкие многообразия

2.1. Введение

Во многих из приведенных выше примеров топо-

логические пространства обладают тем свойством,
что на них можно ввести координаты, по крайней ме-

ре локально, в окрестности каждой точки. Для евк-

лидова пространства это совершенно очевидно и вы-

текает прямо из определения. Действительно, каждая

точка на самом деле является набором из п действн-

') Добавлено редактором перевода. — Прим. ред.
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тельных чисел — это и есть ее координаты. С другой
стороны, рассмотрим двумерную сферу, например
единичную сферу х2 + у2 + z2 = 1 в трехмерном про-
странстве. Возьмем точку на полусфере z > О- Здесь

г=A—х2 — у2)'1г, так что в действительности точка

определяется значениями координат х и у. Таким об-

разом, пару (х, у) можно считать координатами точки

на сфере. Но они являются лишь локальными коорди-

натами в том смысле, что они однозначно определяют
точки только в некотором открытом множестве, а имен-

но в полусфере z > 0. Заметим, что отображение, пере-
водящее точку (х, у, z) на сфере в точку (х, у, 0) на

плоскости, есть гомеоморфизм полусферы z > 0 на от-

крытый единичный круг, и в качестве координат мы

на самом деле используем координаты образа точки

при этом отображении (рис. 2.1).
С нашей точки зрения интересная особенность

этого примера состоит в том, что сферу можно по-

крыть шестью полусферами с аналогичными свойст-

вами, а именно полусферами z >¦ 0, z ¦< 0, у > 0,
У < 0, х > 0, х < 0. Каждая из этих полусфер гомео-

морфно отображается па открытый круг, и координа-
ты точек на круге можно использовать как координа-
ты точек на соответствующей полусфере. Например,
в полусфере х > 0 можно взять за координаты (у, z)
и т. д. В таком случае говорят, что сфера покрыта
шестью координатными окрестностями (окрестно-
стями, в которых можно ввести локальные коорди-
наты).

Можно произвести аналогичный разбор для тора

(см. рис. 2.2), хотя сделать все это в явном виде

уже несколько труднее. Возьмем тор1), который полу-
чен вращением вокруг оси у окружности (х — 2J +
+ у2 = 1, лежащей на плоскости (х,у). Тогда, напри-
мер, в окрестности точки @,0,3) можно взять за ло-

кальные координаты (х,у).
У п р а ж и ен и е 2.1. Постройте полную систему координат-

ных окрестностей, покрывающих тор.

') Отметим для дальнейшего, что область, заключенную
внутри тора, называют сплошным тором. — Прим. ред.
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Заметим, что предыдущие примеры обладали сле-

дующим свойством: если (xit я2) и (уи г/2) —локаль-
ные координаты точки в двух перекрывающихся ко-

(*%)

Рис. 2.1. Отождествление верхней полусферы с кругом в пло-

скости {х, у) посредством проекции.

ординатных окрестностях, то г/i и г/г являются диффе-
ренцируемыми функциями от хи Хг, и наоборот.
В случае сферы, например, рассмотрим., как и рань-
ше, системы координат в полусферах z > 0 и х > 0.

Пусть точка имеет в первой из этих окрестностей
координаты (xi, Хг), а во второй (у%, г/г). Это



Рис. 2.2. Отождествление «верхней части» тора (за-

штрихована) с заштрихованной областью в плоскости

(*, У)-



32 А.УОЛЛЕС

означает, что если (х, у, г) —ее координаты в объем-
лющем евклидовом пространстве, то xt = х, х2 = у,
lJi = У, Уг = z. Так как на сфере х2 + У2 + z2 = 1, то

У\ — *2>

Ясно, что функции, стоящие в правой части этих

уравнений, обладают частными производными всюду
в общей части обеих полусфер1)- Аналогично

и снова функции в правой части можно дифференци-
ровать в любой точке множества z > 0, х > 0. Кроме
того, легко проверить, что на этом множестве опре-
делитель

dyi ду,

dxi дхг

ду2 ду2

дх, дх2

не равен нулю.

Предыдущие примеры, особенно только что опи-

санные свойства локальных систем координат на

сфере, дают обоснование для определения того типа

пространств, который нас интересует, — гладких мно-

гообразий. Сначала мы приведем несколько предва-

рительных определений.

2.2. Гладкие функции и гладкие отображения

Определение 2.1. Пусть U — открытое мно-

жество в n-мерном евклидовом пространстве Е, и

пусть f — функция, определенная в (У и принимаю-
щая действительные значения. Будем называть функ-
цию / гладкой, если в каждой точке из U она имеет

') Точнее, они имеют частные производные при всех rex

(х,,Х2), которые являются координатами точек из общей части

этих полусфер.
— Прим. ред.
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непрерывные частные производные всех порядков, ко-

торые берутся по координатам в ?'),

Примеры. 2.1. Многочлен от координат в Е яв-
ляется гладким в любом открытом подмножестве

пространства Е. В этом случае, конечно, все производ-
ные достаточно большого порядка обращаются в нуль.

2.2. Функция |1—хг— уг\'ь (символ | | обозна-
чает абсолютную величину числа) на двумерном ев-

клидовом пространстве не будет гладкой ни в каком

открытом множестве, содержащем хоть одну точку
окружности хг-\-уг = 1, в любом же открытом мно-

жестве, не содержащем точек окружности, она будет
гладкой.

2.3. Рассмотримфункцию на действительной пря-
мой, определенную следующим образом:

при — 1<я<1,

f(x) =O приl^x или *<;— 1.

В качестве упражнения проверить, что эта функция
имеет производные всех порядков во всех точках

прямой. Таким образом, / — гладкая функция на

всей прямой. (Напомним, что -рге~11*-+0, когда t

стремится к 0, пробегая положительные значения.)
2.4. Последнийпример можно использовать для

построения других примеров в пространствах боль-

ших размерностей. Пусть г2 = 2*< есть квадрат
расстояния до нуля в евклидовом n-мерном простран-
стве. Определим тогда функцию / следующим обра-
зом:

D) при г<\,

f(p) =O при

') Точнее, такие функции называются гладкими функциями
класса гладкости С°°. Если у / имеются непрерывные частные

производные до порядка п включительно, то /
— класса глад-

кости С. Функции класса С0 — это просто непрерывные функ-
ции. Поскольку у Уоллеса встречаются только функции клас-

са С™, он опускает упоминание о классе гладкости и говорит

просто «гладкая функция».— Ярил. ред.

2 Зак. 60
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Снова получается гладкая функция во всем «-мерном
пространстве.

Заметим, что только что построенная функция об-
ладает следующими свойствами: она гладкая во всем

евклидовом пространстве, равна нулю вне некоторого
открытого множества (единичного шара) и не обра-
щается в нуль внутри этого множества. Функции с

такими свойствами будут полезны нам в дальней-
шем.

Упра ж нен не 2.2. Методом, аналогичным использован-

ному в последнем примере, постройте функцию, гладкую во всем

п-мерном пространстве, равную 1 на замкнутом шаре 2xf^'
и нулю вне шара 2*;<4.

Иногда встречаются функции, заданные на множе-

ствах, которые не являются открытыми, и в таких

случаях определение 2.1 необходимо дополнить.

Оределение 2.2. Пусть f — функция, задан-

ная на множестве А в n-мерном евклидовом про-

странстве и принимающая действительные значения.

Будем называть функцию / гладкой на множестве А,
если ее можно так продолжить на открытое множе-

ство U, содержащее А, что она будет гладкой в U.

Вот естественное обобщение понятия гладкости

на отображения евклидовых пространств друг в друга.

Определение 2.3. Пусть А — множество в

евклидовом m-мерном пространстве, и пусть даны п

гладких на А функций f\, /г, • •., fn- Определим ото-

бражение f множества А в /г-мерное евклидово про-
странство, беря в качестве образа f(x) точки х е А

точку с координатами (fi(x), f2(x) М*))-
В этом случае / называется гладким отображением
множества А в п-мерное пространство.

Заметим, что для п = 1 гладкое отображение пре-
вращается просто в гладкую функцию на Л в смысле

определения 2.2.
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В изучении гладких отображений большую роль
играет матрица, составленная из первых частных про-

изводных функций fi (в обозначениях определе-
ния 2.3).

Определение 2.4. Матрица, у которой на пере*
сечении i-й строки и /-го столбца стоит dfjdx}, назы-

вается матрицей Якоби гладкого отображения. Если
п = пг, то ее определитель называется якобианом

отображения ').

Упражнения. 2.3. Пусть f — гладкое отображение откры-
того множества А, лежащего в m-мерном евклидовом простран-

стве, в гс-мерное пространство, и пусть g
— гладкое отображение

открытого множества, содержащего f(A), в р-мерное простран-

ство. Докажите, что композиция gf есть гладкое отображение
множества А в р-мерное пространство. Докажите также, что

если F — значение матрицы Якоби отображения / в точке х, а

G — значение матрицы Якоби для g в точке f(x), то значение

матрицы Якоби для gf в точке х равно GF.
2.4. Пусть / — гладкое отображение открытого множества U,

лежащего в л-мерном евклидовом пространстве, в я-мерное про-
странство, н пусть / имеет гладкое обратное отображение. Пока-
жите, что якобиан отображения / отличен от нуля во всех точ-

ках множества U.

Справедливо утверждение, обратное к результату
упражнения 2.4. Оно называется теоремой об обрат-
нон функции и формулируется следующим образом:

Теорема 2.1. Пусть f — гладкое отображение от-

крытого множества U, лежащего в п-мерном про-
странстве, в п-мерное пространство, и пусть р

— точ-

ка множества U. Предположим, что якобиан отобра-
жения f не равен нулю в точке р. Тогда существует
такая окрестность V точки р и такая окрестность W
точки f(p), что f гомеоморфно отображает V на W и

что обратное к f отображение является гладким ото-

бражением окрестности W на V.

') Заметим, что если множество А не является открытым, то

матрица Якоби гладкого отображения f:A-+E (E есть «-мерное

пространство), вообще говоря, может ие определяться однознач-

но самим отображением /, а зависеть от конкретного выбора про-
должений функций /i на содержащее А открытое множество. —

Прим. ред.

2*
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Доказательство этого результата можно найти в

[16] или в [18].
Заметим, что эта теорема дает лишь локальное

обращение отображения f. В общем случае больше
ничего сказать нельзя. Например, пусть U — плос-

кость (х, у) с выкинутым началом координат. Ис-

пользуя комплексную переменную z = х + iy, опре-
делим отображение множества U на себя формулой
f(z) = ez. Если записать действительные координаты
точки f(z) как (и, и), то отображение / с помощью

действительных функций можно выразить формулами:
и = ех cos у,

v
— ex sin у.

Легко видеть, что это гладкое отображение множест-

ва U на себя и что якобиан не равен нулю ни в од-

ной точке этого множества. Конечно, по теореме 2.1

отображение / можно обратить локально. И в са-

мом деле, обратное отображение задается формулой
г = log(« + п>) в любом множестве, не окружающем
целиком начало координат. Но / не будет взаимно

однозначным во всем U, ибо, если изменить у, доба-
вив к нему целое кратное 2л, то значение f(z) не из-

менится.

2.3. Гладкие многообразия

После всех приготовлений, сделанных в предыду-

щем параграфе, мы теперь в состоянии сформулиро-
вать определение того типа пространств, которые нас

интересуют, — гладких многообразий.

Определение 2.5. п-мерное гладкое многооб-

разие М есть хаусдорфово топологическое простран-

ство, покрытое счетным числом открытых множеств

Uu U2, .... удовлетворяющих следующим условиям:
1) Для каждого Ut имеется гомеоморфизм

Ф,: l)i -> Vi, где V,- — открытая клетка ') в евклидо-

вом пространстве.

') Замкнутая п-мерная клетка — это множество W в евклидо-

вом пространстве, гомеоморфное замкнутому шару Dn =

— {(а'р .... хп)\х\ + ... +*^<l)> причем гомеоморфизмы
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2) Если Ui П Uj ф 0, то гомеоморфизм фл =

==-9^-'множества фг(f^i П t/j) на q>j(Ui Л t/j), полу-
ченный композицией отображений ф^*1 и ф^, являет-

ся гладким отображением1).
Число п называют размерностью многообразия М

(обозначение: dim M).

f : D" —>- W н /-' : W —>- Dn являются гладкими отображениями.
(Позднее такие гомеоморфизмы получат название диффеоморфиз-
мов. Они будут определены для многообразий, и тогда можно

будет говорить о клетках не только в евклидовом пространстве,
по и в гладком многообразии.) Открытая клетка — это часть не-

которой замкнутой клетки, которая при указанном гомеомор-

физме соответствует внутренности шара.
Обычно в определении гладкого многообразия требуется

лишь, чтобы Vi было открытым множеством в евклидовом про-

странстве, но не обязательно, клеткой. Оба варианта определе-
ния в действительности эквивалентны — при необходимости мож-
но добиться, уменьшая Ut и увеличивая их число, чтобы все Vt
стали клетками. — Прим. ред.

') Говорят также, что покрытие У< и гомеоморфизмы <pf за-

дают (определяют, вводят) гладкость (или гладкую структуру)
на исходном топологическом пространстве.

Следует иметь в виду, что гладкое многообразие — это не

просто хаусдорфово пространство, допускающее такое покрытие

с такими гомеоморфизмами, как в определении 2.5, а хаусдорфово
топологическое пространство вместе с таким покрытием и такими

гомеоморфизмами. Ради краткости покрытие {Uг) и набор гомео-

морфизмов <р,- (удовлетворяющих приведенным условиям) часто

называют атласом, а пару (Ui, q>,) —картой.
Возникает вопрос: когда одно и то же хаусдорфово прост-

ранство с двумя различными атласами следует считать одним и

тем же гладким многообразием (т. е. когда эти атласы опреде-

ляют одну и ту же гладкую структуру), а когда
— нет? (Чуть

ниже, в примере 2.6 описан атлас на сфере S2, состоящий из

шести карт (Ui, срЛ. Но можно взять другой атлас, состоящий из

двух карт (ур «pj, (у2, Ф27' где ^1 получается пз сферы выбра-

сыванием северного полюса, U2 — выбрасыванием южного по-

люса, а фг определяются с помощью стереографической проекции
(см. Милнор, рис. 3). Естественно считать, что хотя эти два ат-

ласа и разные, гладкое многообразие в данном случае одно и

то же.) Следующие соображения подсказывают ответ.

Роль карты (Уьф.) состоит в том, что при помощи гомео-

морфизма ф< вводится некоторая система координат в открытом
множестве 1/,-:если х е ?//, то Цч(х)—это точка евклидова про-

странства, т. е. набор чисел; их мы и принимаем за координаты
точки х. Условие 2) в определении 2.5 означает, что карты одного
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Заметим, что отображение ц>ц в условии 2) авто-

матически имеет обратное, а именно qpij. Поэтому его

якобиан будет отличен от нуля во всех точках мно-

жества фг (Ui Л Uj). Условие счетности, включенное

и того же атласа согласуются друг с другом в том смысле, что

координаты точки х в карте ф/ суть гладкие функции координат
той же точки в карте ф<. Но мы можем и для карт двух разных
атласов говорить об их согласованности (или несогласованности)
в том же самом смысле. Эти соображения мотивируют следую-
щее определение.

О п р е д ел е н ие 2.5'. Два разных атласа {(У<, фО}

\{ик, <Рй)}' заданные на одном и том же топологическом про-

странстве, называются согласованными или совместимыми друг
с другом при выполнении такого условия:

если Ut ftU^ Ф0, то, во-первых, гомеоморфизм '<$ki =ф?ф~1
множества фДб^-П^) на щ (U{ f] U'k), полученный композицией

Ф~' и ф^, является гладким отображением; во-вторых, гомео-

морфизм ф^==ф.((р^'*1: Фй(УгПи*)->Ф/(У*П^) ™же яв-

ляется гладким отображением. (Можно дать более сжатую

формулировку: совокупность всех карт обоих атласов снова

образует атлас.)
По определению считают, что два атласа тогда и только тогда
задают одну н ту же гладкую структуру, когда они совместимы.

(Легко видеть, что в приведенном примере со сферой оба

атласа действительно согласованы. А вот пример несовместимых

атласов на прямой R. Оба атласа состоят всего из одной карты,
так что У, = ?/, = /?. Гомеоморфизм цц: R-*-R, как и в при-

мере 2.5, тождественный, а гомеоморфизм ф,: R->R переводит
х в Л Отображение Фп не будет гладким.)

В определении 2.5 от отображений ф,ч можно потребовать
гладкости класса Сп (см. прим. ред. на стр. 33); тогда получится
определение гладкой структуры или гладкого многообразия клас-
са С". (Согласно этой терминологии, «гладкие многообразия»
Уоллеса имеют класс С°°. Многообразия класса С0, естественно,
называют уже не гладкими, а топологическими.) Аналогичные из-

менения можно сделать и в других определениях, например из

определения 2.5' получится определение «С"-согласованности»
атласов. В топологии существенным является только различие

между С0 и всеми остальными С", 1 sg: п ^ оо: сравнительно не-

сложно доказать, что на многообразии класса Сп, л ^ 1, суще-
ствует атлас, превращающий его в многообразие класса С" и

Сп-эквивалентный исходному атласу (см. [18]), в то же время

недавно было доказано, что существуют топологические много-

образия, на которых невозможно ввести гладкую структуру. —

Прим. ред.
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в это определение, для наших рассмотрений не будет
играть никакой роли1). Вообще же оно налагается,

чтобы исключить некоторые патологические случаи.

Примеры. 2.5. n-мерное евклидово пространство

удовлетворяет условиям этого определения очевид-
ным образом. Действительно, за открытое покрытие

можно взять покрытие, которое состоит только из од-

ного множества U\ — всего пространства; за V\ так-

же можно взять все и-мерное пространство, а за

ф]—тождественное отображение.
2.6. Возвращаясь к разд. 2.1, мы видим, что дву-

мерная сфера S2 удовлетворяет условиям определе-
ния 2.5. Действительно, шесть полусфер, которые там

описаны, образуют открытое покрытие сферы и вы-

полняют роль множеств ?/,-. Если за U\ взять, напри-

мер, полусферу г >> 0, то <pi будет отображением, пе-

реводящим точку (х, y,z) множества 1)\ в точку

(х,у); за V\ берется единичный круг с центром в на-

чале координат. Аналогично если Vi — полусфера
х > 0, то ф2 (х, у, z) = {у, г). Отображение <р]2 задает-

ся формулой (piziy, z)
—

(A —у2 — z2) '/', у) и является

гладким. Случай других <р,-3- разбирается аналогично.

Упражнения. 2.5. Действуя по аналогии с рассуждения-

ми предыдущего примера, докажите, что «-мерная сфера Sn яв-

ляется гладким «-мерным многообразием.
2.6. Проективная плоскость Р2 получается из двумерной сфе-

ры S2 отождествлением диаметрально противоположных точек.

Таким образом, точка из Р2—это пара диаметрально противопо-
ложных точек на сфере. Для точки из Р2, определяемой парой
точек />|, рг на сфере S2, рассмотрим открытый круг U\ на S2 с

центром в точке р\ и открытый круг Vi с центром в р2, точки ко-

торого противоположны точкам круга U\. Назовем совокупность
пар точек, лежащих внутри пары окрестностей Cj и 1/2, окрест-
ностью точки р в Р2. Определим топологию в Р2, объявив
окрестностью точки р любое множество, содержащее окрестность

') Точнее, оно не существенно для простейшего материала
этого параграфа и начала следующего; в дальнейшем же мно-

гообразия обычно предполагаются компактными, что позволяет

считать атласы не только счетными, но и конечными. Поэтому при
первом чтении на условие счетности можно просто не обращать
внимания. При более детальном изучении рекомендуется дока-

зать самостоятельно, что это условие эквивалентно тому, что то-

пологическое пространство М имеет счетную базу (см. разд. 1.7).—
Прим. ред.
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только что описанного вида. Докажите, что Р2 является двумер-
ным гладким многообразием.

2.7. Обобщитепредыдущее упражнение, определив проектив-
ное пространство Рп как пространство, полученное отождествле-
нием диаметрально противоположных точек «-мерной сферы.

Окрестности определяются так же, как в упражнении 2.6. Доха-
жите, что Рп — гладкое многообразие.

2.8. ПустьX — множество наборов из п + 1 действительных
чисел, исключая набор из л + 1 нулей. Определим отношение ~,

сказав, что (х0, xt, ..., х„) ~ (сх0, схи ..., сх„), где с — любое
действительное число, отличное от нуля. Покажите, что ~ яв-

ляется отношением эквивалентности ') в X и что классы эквива-

лентности находятся во взаимно однозначном соответствии с

точками проективного пространства Р", построенного в упражне-
нии 2.7. Пусть ?/( — множество точек в Р", представители ко-

торых в X имеют Xi Ф 0. Тогда каждая точка из Ut имеет пред-
ставитель вида (Хо, *ь •¦•. 1» •••> хп) с 1 на »-м месте. Пусть
Ф( — отображение множества Ui в л-мерное пространство, пере-

водящее точку с представителем (*о> *ь •••. 1, .
••> хп) в точку

(*о> Хи ..., Xi-u Xj+i, .... х„). Покажите, что полученные таким

образом множества Ui и отображения q>i обладают теми свой-

ствами, о которых говорится в определении 2.5, и превращают

Р" в гладкое многообразие.
2.9. Упражнение 2.8 приводит к следующей конструкции:

пусть Z — множество наборов (г0> Zi г„)из п + 1 комплекс-

ных чисел, исключая набор из л + 1 нулей. Напишем (г0, г]? . .

.... г„) ~ (его, егь ..., сгп), где с — любое ненулевое комплексное
число. Проверьте, что ~ есть отношение экв-ивалентности в Z.

Пусть СРп — множество классов эквивалентности. Пусть Ui —
множество элементов СРп, имеющих представителей вида

(г0, гь .... 1, .... г„) с единицей на 1-у. месте, и пусть отобра-
жение ф( переводит элемент такого вида в точку с координатами

(г0, Zi Zi-\,г*+ь .... г„) в гс-мерном комплексном простран-

стве, которое топологически эквивалентно 2я-мерному евклидову

пространству. Покажите, что на СР" можно ввести топологию

так, чтобы все Ut стали открытыми множествами, а ср* — гомео-

морфизмами и чтобы после этого множества О\ и отображения cpf

превратили СРп в 2гс-мерное гладкое многообразие. СРп назы-

вается п-мерным комплексным проективным пространством.

2.10. Докажите, что тор (см. § 2.1) является двумерным

гладким многообразием.

?.4. Локальные координаты и гладкие функции
Идея вводимого ниже понятия неявно содержится

уже в определении 2.5. А именно, гомеоморфизм <р*
отождествляет множество Ut с Vu так что евклидовы

') Определение см. в книге: Р. Фор, А. Кофман, М. Деин-
Папен, Современная математика, «Мир», М., 1966, стр. 34. —

Прим. ред.
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координаты на Vt можно использовать для того, что-

бы задавать («нумеровать») ими соответствующие
точки в и{. Таким образом, можно считать, что ото-

бражение <р* вводит в множестве ?/,• систему коорди-
нат или, по крайней мере, локальную систему коор-
динат. Слово «локальная» означает, что координаты
введены только в открытом множестве ?/,, а не на

всем многообразии. Это приводит к мысли, что мож-

но было бы определить понятие гладкой функции на

многообразии, используя дифференцирование по ко-

ординатам, определяемым отображениями <р;. Основ-

ной момент — проверить, что, определяя это понятие

при помощи различных <р;, мы не придем к противо-

речию.
Для проверки этого рассмотрим функцию / с дей-

ствительными значениями, определенную на откры-

том множестве U гладкого многообразия М. Возьмем

точку р из U и предположим, что она попадает в мно-

жество Ui того открытого покрытия, которое уча-

ствует в определении М. Рассмотрим функцию f<pf',
определенную на множестве 4i(UC\Ui). Эту функцию
можно представлять себе как функцию f, выражен-

ную через локальные координаты в Ui, определяе-
мые отображением <р,-. Если точка р- попадет также
в другое открытое множество покрытия, скажем Uj,
то точно так же функция /ф~' определена в окре-
стности точки ()

Лемма 2.1. Функция ^ф^ будет гладкой в окрест-
ности точки <р,-(р) тогда и только тогда, когда fyf1
будет гладкой в окрестности точки фу (р).

Доказательство. Это устанавливается мгно-

венно, поскольку f<p-' можно записать как /«р^'ф/ФГ13
= /ф~'ф/г Если функция fф~1 гладкая, то такой же

будет и /чр~' = [ф^ Ф/, как композиция гладких функ-
ций (упражнение 2.3).

Лемма, таким образом, утверждает, что если

функция f, будучи выражена через координаты, опре-
деленные при помощи отображения ф», окажется



42 А.УОЛЛЕС

гладкой, то гладкой она будет и при выражении че-

рез координаты, определяемые отображением ф_,- (и
наоборот).

Определение 2.6. Будем называть функцию f
гладкой в окрестности точки р в том и только в том

случае, когда в предыдущих обозначениях функция
/фг1 будет гладкой в некоторой окрестности точки

фг-(/>).
Лемма утверждает, что сформулированное здесь

условие не зависит от того, какое из отображений ф,-

используется для проверки гладкости.

Назовем функцию / гладкой в открытом множе-
стве U, если она является гладкой в окрестности
каждой точки из U. Назовем ее гладкой в произволь-
ном множестве А, если она гладкая в некотором от-

крытом множестве, содержащем А.

Упражнения. 2.11. Пусть М — сфера х1 -f i/2 -f г1 = 1 в

трехмерном пространстве. Докажите, что каждая из евклидовых
координат х, у, г является гладкой функцией на М.

2.12. Докажите то же, что и в упражнении 2.11, для тора
из § 2.1.

2.13. Пусть М — гладкое многообразие и р— точка на М.

Покажите, что существует окрестность U точки р и гладкая

функция / на М, которая положительна на У и равна нулю

в каждой точке вне U. (Указание: возьмите за U окрестность с

локальными координатами, которая отображается на открытое

множество V в евклидовом пространстве. Затем надо умень-
шить U до некоторой окрестности U', которой соответствует
шар V в евклидовом пространстве с замыканием V с V. Выбе-

рите масштаб и начало координат так, чтобы V" стал шаром еди-
ничного радиуса с центром в начале координат. После этого

воспользуйтесь примером 2.4.)

2.14. Пусть А — компактное множество в гладком много-

образии М, a U — открытое множество, содержащее А. Исполь-

зуя подходящее конечное покрытие множества А окрестностями
такого типа, как в предыдущем упражнении, постройте гладкую
на М функцию /, которая положительна иа А и равна 0 вне U.

Добавив к имеющемуся покрытию множества А новые коор-
динатные окрестности, получите вторую функцию g, которая
равна / на А и не обращается в нуль в окрестности замыкания

множества тех точ«к, где f ф 0. Рассматривая частное f/g, по-

стройте гладкую на М функцию, которая равна 1 на множе-

стве А, нулю вне U и принимает значения, заключенные между

О и 1.
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Заметим, что если V{ — одна из открытых клеток

в определении 2.5, то каждая евклидова координата
на Vi является гладкой функцией на соответствую-
щем множестве Ui в М. Другими словами, в каждом

множестве Ui имеется набор из п гладких функций,
значения которых в точке можно взять за коорди-

наты этой точки (локально в Ui). Это наводит на

мысль расширить понятие локальной системы коор-

динат, беря в качестве координат в некоторой окре-
стности (не обязательно в одной из Ui) значения п

функций, гладких в этой окрестности. Конечно, для

того чтобы эти координаты соответствовали гомео-

морфизму окрестности на евклидову клетку, на них

необходимо наложить некоторые условия.
Итак, пусть /ь f2, • •

•, fn — функции, гладкие в не-

которой окрестности точки р на М, и пусть р лежит
в Ui (в обозначениях определения 2.5). Тогда

^фГ'> h^TX' •••' fra?~'— Функции, гладкие в смысле

определения 2.2 в окрестности точки ср^ (/?)<= Vi.
Предположим, что якобиан этих функций, вычислен-

ный в евклидовых координатах на Vi, отличен от

нуля в точке уц(р). Отобразим тогда окрестность
точки Фг(р) в «-мерное евклидово пространство, пе-

реводя точку х в точку с координатами (f,<pf4*)>
f2<f>f1{x), ..., fn?r'W)- Обозначим полученное отобра-

жение через f. По теореме 2.1 найдется такая

окрестность V точки fq>i{p) (которую всегда можно сде-

лать клеткой) и такая окрестность U' точки цч{р),
что / гомеоморфно отображает окрестность U' на V,
причем обратное отображение тоже гладкое. На-

конец, положим ?/ = ф~1(?//) и ф
= fcpi. Таким

образом, ф отображает точку ^е(/в точку с коорди-
натами (fi{q),f2(q), ..., fn{q)). Ясно, что ф является

гомеоморфизмом окрестности U наУ.

Определение 2.7. Гомеоморфизм ф мы будем
называть локальной системой координат в окрестное
сти U точки р.
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Множество U называется координатной окрест-
ностью, соответствующей этой системеf).

Это определение мотивировано тем, что точки из

U определяются координатами их образов при ото-

бражении ф. Заметим, что множества иг с отображе-
ниями фг автоматически являются локальными си-

стемами координат в смысле этого определения.

У пр а ж не н и я. 2.15. Покажите, что определение локаль-
ных координат в окрестности точки не зависит от выбора ото-

бражения ф,, участвующего в построении.

2.16. Пустьф и if — произвольные локальные системы коор-
динат в точке р, отображающие окрестности точки р на открытые
клетки V и W соответственно и лежащие в n-мерных евклидовых

пространствах. Покажите, что ф1|г1 является гладким отображе-
нием открытого множества в W на открытое множество в V
и что якобиан этого отображения отличен от нуля.

Результат упражнения 2.16 означает, что можно добавлять
к координатным окрестностям Ut, участвующим в определении
гладкого многообразия, любые координатные окрестности в смы-
сле определения 2.7, и расширенный таким образом набор ло-
кальных систем координат по-прежнему будет удовлетворять
условию B) определения 2.5.

2.17. Пусть р — точка иа гладком многообразии Л1, и пусть

Ф
— локальная система координат в окрестности U точки р в

') Уоллес заинтересован главным образом в координатах,
введенных возле точки р, т. е. в некоторой ее окрестности — без-

различно, насколько малой. Поэтому он дает определение при-
менительно к рассмотренному в предыдущем абзаце случаю, в

котором, напомним, U cz Ui. Общее же определение таково:

Пусть U cz М — открытое множество и ф: U -*¦ V — гомеоморфизм
множества U на открытое подмножество V евклидова простран-

ства, и пусть выполняется условие: если U U f j Ф 0, то отобра-
жения

ФТГ': <Р« (U Л ид ~* Ф (и Л U,), Ф,ф-': Ф (U П Ut) -> <ft (V П U,)

гладкие. Тогда ф будем называть (локальной) системой коорди-
нат в координатной окрестности U (а пару (U, ф)—картой).

Читатель легко проверит, что если (и, ф) и (V, ф')—две
карты в этом общем смысле и U Г) U' ф 0, то для них выпол-

няется условие согласованности (аналогичное уже встречавшимся
в определениях 2.5 и 2.5', а также в предыдущем абзаце): ото-

бражения

Ф'Ф-1: ф (U П V) -> ф' (U П U'), ф (ф'Г1: ф' {U f) V) -* ф (U П Ю

гладкие. — Прим. ред.
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смысле определения 2.7. Пусть / — гладкая функция в окрест-
ности точки р (определение 2.6). Покажите, что jfqr1 является

гладкой функцией в окрестности точки ц>(р) в V (обозначения
взяты из определения 2.7).

Смысл этого результата состоит в том, что хотя понятие

гладкой функции определяется только при помощи координат-

ных окрестностей Ui, участвующих в определении многообразия,
однако оно допускает точно такое же описание в терминах до-

полнительных локальных систем координат, введенных в опреде-
лении 2.7.

2.18. Рассмотрим плоскость (дс, у) как гладкое многообразие.
Покажите, что полярные координаты (г, 8), определенные равен-
ствами х = г cos G, у = г sin 9, можно взять за локальные коор-

динаты в любом открытом круге, не содержащем начало коор-
динат.

2.19. Аналогично покажите, что сферические координаты,

определенные равенствами х = г sin ф cos G, у = г sin ф sin 9,
z = r cos ф, можно взять за локальные координаты трехмерного

пространства в любом открытом шаре, не пересекающем оси г.

2.20. Сферические координаты в предыдущем упражнении
можно ограничить на единичную сферу, положив г

— 1. Пока-

жите, что (9, ф) можно взять в качестве локальных координат на

сфере в любом круге, не содержащем точку с евклидовыми коор>

дннатами @,0, ±1).

2.5. Гладкие отображения

В разделе 2.2 мы видели, что, рассматривая на-

боры гладких функций на открытом множестве в ев-

клидовом пространстве, можно определить понятие

гладкого отображения. Сейчас нам предстоит сде-

лать то же самое в более общей ситуации, чтобы

определить гладкое отображение одного многообра-
зия в другое. В теории гладких многообразий глад-
кие отображения играют ту же роль, какую играют
непрерывные отображения в общей теории топологи-

ческих пространств. Идея приводимого ниже опреде-
ления — использовать локальные системы координат

для того, чтобы перенести уже знакомое нам опре-

деление 2.3 на гладкие многообразия.

Определение 2.8. Пусть М, N — гладкие мно-

гообразия размерностей тип соответственно, U —

открытое множество в М, а / — отображение много-

образия U в многообразие N. Пусть р — точка из U,
и пусть ф — локальная система координат на N в
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окрестности W точки f(p); таким образом, <р являет-

ся гомеоморфизмом множества W на открытую клетку
V в некотором евклидовом пространстве размерно-
сти п. Тогда композиция q>f является отображением
окрестности точки р в клетку V, которое можно опи-

сать с помощью функций, рассматривая каждую ко-

ординату на V как функцию, определенную в окре-
стности точки р. Если все эти функции гладкие, то

мы будем говорить, что отображение f гладкое в

окрестности точки р. Отображение / будем называть

гладким в U, если оно гладкое в окрестности каждой

точки из U.

Заметим, что определение 2.8 можно также сфор-
мулировать следующим образом. Пусть ip — локаль-

ная система координат в окрестности Uo точки р, про
которую мы предполагаем, что UoczU. Таким обра-
зом, отображение \р есть гомеоморфизм окрестности
Uq на открытую клетку Vo в n-мерном евклидовом

пространстве. В этом случае композиция ф/г|г' яв-

ляется отображением множества Vo в У. В определе-
нии 2.8 говорится, что если это отображение гладкое,

то / — гладкое отображение в окрестности точки р.

Другой момент, который следовало бы отметить (и
проверить в качестве упражнения!), — то, что опре-

деление гладкости отображения не зависит от того,

какая система координат выбирается в окрестности
точки f(p). Другими словами, если сформулирован-
ное условие выполняется для одной локальной си-

стемы координат, то оно выполняется и для любой

другой системы.

Определение 2.8 следующим образом обобщается
на отображения, заданные на произвольных множе-

ствах.

Определение 2.9. Пусть М и N — два гладких

многообразия, А— подмножество в М, a f — отобра-
жение А в многообразие N. Будем называть / глад-
ким, если его можно продолжить до гладкого ото-

бражения U-*N, где U — открытое множество, со-

держащее А.



§ 2. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 47

Примеры. 2.7. Заметим, что если взять в каче-

стве М а N евклидовы пространства, то определения
2.8 и 2.9 сводятся к определению 2.3.

2.8. Любая гладкая функция на подмножестве U

гладкого многообразия М (определение 2.6) является

гладким отображением в одномерное евклидово про-

странство. Более общо, если f\, /г, •
•¦, fr— гладкие

функции на U, то отображение, переводящее точку р
в точку с координатами (f\(p),f2(p), ..-, fr(p)), есть

гладкое отображение множества U в r-мерное ев-

клидово пространство.

Упражнения. 2.21. Пусть М — тор в трехмериом про-

странстве, и пусть (/, т, п) — направляющие косинусы внешней

нормали к М в точке р. Тогда, поскольку I2 4- /л2 + п2 = 1, трой-
ку (/, т, п) можно рассматривать как координаты точки на дву-

мерной единичной сфере в трехмерном пространстве. Возьмем эту
точку за f(p). Докажите, что f есть гладкое отображение много-

образия М в сферу S2.
2.22. Положение точки q на торе в трехмерном пространстве

можно задавать следующим образом. Пусть тор задан тем же

способом, что и в разд. 2.1. Возьмем точку на окружности
(х — 2J+г/2 = 1 в плоскости (х,у), для которой луч, направ-
ленный к ней из центра окружности, образует угол 0 с положи-

тельным направлением оси х. Проведем через эту точку окруж-
ность, параллельную плоскости (х, г) и лежащую на торе, а за-
тем возьмем точку, смещенную на угловое расстояние ф по этой

окружности (рис. 2.3). Тогда положение точки q можно задавать

парой @, ф). Заметим, что это не есть система координат на всем

торе, так как для данной точки q углы 9 и ф определены только

с точностью до целого кратного 2л. Покажите, что (9, ф) тем

не менее можно принять за локальные координаты в подходя-

щих открытых подмножествах тора. Возьмем теперь точку р с

координатами (х, у) на плоскости, и пусть f{p) —точка на торе
с угловыми координатами (в только что указанном смысле)
О = х, ф = у. Докажите, что f — гладкое отображение двумер-
ного евклидова пространства на тор.

Заметим, что если отображение f ограничить на квадрат
О ^ х ^ 2л, 0 ^ у <: 2я, то оно будет взаимно однозначным

внутри этого квадрата, а точки на сторонах, лежащие друг про-

тив друга, отобразятся в одну точку. Для наглядности говорят,
что тор получается из квадрата отождествлением пар противо-
положных сторон.

Другая интерпретация этого упражнения получится, если

принять каждый из углов 9, ф за угловую координату на окруж-
ности. Тогда тор представится в виде топологического произве-

дения двух окружностей.
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2.23. Пусть М, N в Р — гладкие многообразия, и пусть
f:M-*-N и g: N -*¦ Р — гладкие отображения. Покажите, что ком-

позиция gf является гладким отображением.
2.24. Пустьр— точка на двумерной сфере S2, a f{p) —точка

на проективной плоскости Р2, полученная отождествлением р

Рис. 2.3. Точки тора «задаются» с помощью

углов в, <р.

с диаметрально противоположной точкой (см. упражнение 2.6).
Покажите, что / — гладкое отображение сферы S2 на Р2.

В общей топологии мы рассматриваем гомеоморф-
ные пространства как одинаковые. В нашем случае,
для того чтобы два гладких многообразия считались

одинаковыми, должно выполняться более сильное

условие диффеоморфности.

Определение 2.10. Пусть М и N— гладкие

многообразия, а / — такое взаимно однозначное ото-

бражение многообразия М на N, что обратное ото-
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бражение тоже является гладким. Тогда / называет-

ся диффеоморфизмом, а многообразия М и N — диф-
феоморфными').

Упражнение. 2.25. Пусть f—взаимно однозначное отоб-

ражение гладкого многообразия М на N. Пусть ф — локальная

система координат в окрестности точки р на М, а ф — локальная

система координат в окрестности f(p) на N, так что tjj/qr1 есть

гладкое отображение одной л-мерной клетки на другую. Предпо-
ложим, что якобиан этого отображения, записанного в евклидо-

вых координатах, не равен нулю в окрестности точки ф(р). Пусть
это условие выполнено для любой точки р. Докажите, что / —
диффеоморфизм.

Заметим, что это упражнение дает другой способ

формулировать определение 2.10. Отметим также, что

диффеоморфные многообразия автоматически имеют

одну и ту же размерность (почему?).

2.6.. Ранг гладкого отображения

Естественность определения, которое мы здесь

введем, вытекает из следующего наблюдения: глад-
кое отображение, определенное на многообразии, мо-

жет привести к падению размерности. Рассмотрим,

') Говорят также, что диффеоморфны гладкие структуры,

заданные на М и N. Допуская вольность речи, о двух диффео-
морфных многообразиях часто говорят как об одном и том же

многообразии.
В примечании на стр. 38 указаны два несовместимых атласа

(U\, фО и (С/', фу) на прямой линии R Прямая с атласом

(Uit фО и она же с атласом ((У,, ф,)—это, строго говоря, две

разные гладкие структуры на R, два разных гладких много-

образия. Но ясно, что они диффеоморфны (отображение i$>:jc-»-x3
является диффеоморфизмом второго из них на первое). Легко
видеть, что на самом деле на R можно ввести континуум различ-
ных гладких структур, однако можно доказать, что все они диф-

феоморфны друг другу. Последнее часто выражают словами:

«на прямой существует только одна гладкая структура», опуская

оговорку; «с точностью до диффеоморфизма».
Часто можно прочитать примерно следующее: «Выделение

дифференциальной топологии в самостоятельный раздел науки
можно датировать моментом открытия Милнором различных
гладких структур на семимерной сфере [20]». С учетом некоторой
патетики этой фразы, как вам кажется — подразумевается ли в

ней вышеупомянутая оговорка? — Прим. ред.
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например, отображение / плоскости в себя, перево-
дящее точку (х, у) в точку (лг, 0). Здесь отображение
f задано на чем-то двумерном, а его образ имеет раз-

мерность 1. Хотя это понадобится нам лишь в сле-

дующей главе, отметим, что в только что приведен-
ном примере якобиан отображения всюду равен

нулю. С другой стороны, если бы этот якобиан был

всюду ненулевым, то отображение / имело бы ло-

кальное обратное и потому следовало бы ожидать,
что его образ будет двумерным. Тем самым падение

размерности должно быть как-то связано с рангом
матрицы Якоби отображения /.

Определение 2.11. Пусть М и N — гладкие

многообразия, и пусть f: M-+N — гладкое отобра-
жение. Пусть р еД и пусть ф: U —> V и if: U' —* V —

локальные системы координат в окрестностях точек

р и f(p) соответственно. Таким образом, tp/qr1 есть

гладкое отображение евклидова открытого множе-

ства V в множество V. В этом случае ранг отобра-
жения f в точке р определяется как ранг матрицы
Якоби отображения i]?/qr' в точке q>(p). Если во всех

точках ранг равен г, то говорят, что / имеет ранг г.

Упражнения. 2.26. Проверьте, что определение 2.11 не
зависит от выбора локальных координат в окрестностях точек р

и /(/>)•
2.27. Проверьте,что отображение f плоскости в себя, опреде-

ленное формулой fix, у) = (я, 0), имеет всюду ранг 1.

2.28. Пусть {: М-+- N — гладкое отображение ранга m =

= dimM <; п = dim N. Покажите, что в подходящих локаль-

ных координатах (хи х2 хт) в окрестности точки р и

(У\ ?/п)в окрестности f(p) отображение / локально запи-
сывается формулами

У1
=

Х{ (< = 1, 2,..., т),

yi^fi(xi хт) {i = m+\ п),

где ft — гладкие функции своих аргументов.

2.7. Многообразия с краем

Существует важное обобщение понятия гладкого

многообразия, определенного в разд. 2.3. Пример
замкнутого круга D показывает естественность этого

обобщения. Внутренняя точка круга р имеет окрест-
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ность, представляющую собой открытый круг, одна-
ко точка q на границе имеет окрестность (в круге),
которая является полукругом. Таким образом, если

считать D гладким многообразием, то необходимо

рассматривать два типа координатных окрестностей
в соответствии с тем, является ли рассматриваемая
точка внутренней или нет.

Определение 2.12. п-мерное гладкое многооб-

разие с краем — это топологическое пространство М

с подпространством N и счетным открытым покрыти-
ем U\, U2, ¦ ¦ ¦ с гомеоморфизмами фЬ фг, ..., которые

удовлетворяют следующим условиям:
1) Если множество 1)\ данного покрытия содер-

жится в M\N, то соответствующий гомеоморфизм
ф4: Ui-*Vi отображает ?/< на открытый шар F,- в

/г-мерном пространстве; в противном случае задан

гомеоморфизм ф,-: Ut —*Vt, где Vt — полушарие вида
п

2х?<1, хп^0, причем множество Uif]N отобра-

жается на подмножество в F,-, состоящее из точек,

для которых х„ = 0.

2) Еслии{ и Uj — два множества из данного по-

крытия, причем Ui П Uj = 0, а ф; и <pj
— только что

описанные гомеоморфизмы, то Ф(ф^"' = фг/ есть

гладкое отображение множества (pj(Uif]Uj) на

Поскольку гомеоморфизмы ф,-,- должны перево-
дить внутренние точки во внутренние, а граничные
в граничные, очевидно, что если ограничить на под-
множество yV те Ui, которые его пересекают, то они

(т. е. множества Ut П N) образуют покрытие множества

N, определяющее на нем структуру гладкого много-

образия; оно называется краем многообразия М.

Пример 2.9. Шар и сплошной тор есть трех-
мерные многообразия с краем, причем краями, ко-

нечно, являются сфера и тор соответственно.

Легко видеть, что определения, приведенные в

предыдущих разделах этого параграфа, переносятся
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на гладкие многообразия с краем с незначительны-

ми изменениями, учитывающими точки края.

Кроме того, можно показать (но доказательство

этого факта трудно и не будет приведено здесь), что

если два гладких многообразия с краем имеют диф-
феоморфные края, то их можно «склеить», отожде-

ствив края, и получится новое гладкое многообразие.
Этны способом можно, например, склеить два круга
так, чтобы получилась сфера. Один круг станет при
этом верхней полусферой, другой — нижней, а края
отождествятся, образовав экватор.

Более подробно этот процесс можно описать сле-

дующим образом. Пусть Mi и М2— гладкие многооб-

разия с краем, ;\'i и Л'2 — края многообразий Mt и М2
соответственно, и пусть /: N{ —* /V2 — заданный диф-
феоморфизм. Построим множество, элементы кото-

рого— это точки M[\Ni, точки M2\N2 и пары то-

чек (р,{(р)), где /?e/V|. Таким образом, М является

объединением множеств М{ и М2, в котором каждая

пара (p,f(p)) считается за одну точку, так что пару
(P>f{P)) можно, не опасаясь двусмысленности, обо-

значать буквой р. Чтобы превратить М в топологи-

ческое пространство, необходимо определить окрест-
ности его точек. Если точка р лежит в M{\N\ или

в Л12\ЛГ2, то в качестве ее окрестностей в М берутся
окрестности этой точки в Mi или в М2 соответствен-

но1). Если-же Р = (p,f(p)) есть пара отождествлен-
ных точек, где точка р лежит в Nt и f(p)—в N2, то

каждая окрестность точки р в М определяется как

объединение некоторой окрестности точки р в М\ и

некоторой окрестности точки f(p) в М2 с соответ-

ствующими отождествлениями точек из /Vi и iV2.
Так, например, на рис. 2.4 две полукруговые

окрестности Ui и U2 точек р и f(p) склеиваются, об-

разуя окрестность U точки (p,f(p)) в М.

Трудный шаг—показать, что М является глад-
ким многообразием. Подробное доказательство этого

') А также, конечно, и любые множества в М, содержащие
такие окрестности. (О последнем при описании того или иного

примера часто даже не упоминают, считая это само собою разу-
меющимся.)

— Прим. ред.
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см. в [18, § б]1). Мы должны сделать следующее:
надо показать, что если окрестность U в М получена
склеиванием координатных окрестностей U\ и U2,
а окрестность V — склеиванием V\ и V2, то функции
замены координат (функции типа ф,3- определения

(р. Яр))

Рис. 2.4.

2.12) на UiCW] и на U2f\V2 можно согласовать так,

чтобы получившиеся функции замены координат для
М оказались гладкими.

§ 3. ПОДМНОГООБРАЗИЯ

3.1. Определение

При изучении гладких многообразий понятие под-

пространства является слишком общим. Хотелось бы,
чтобы для двух многообразий, одно из которых со-

держится в другом, их локальные системы коорди-
нат были "связаны друг с другом каким-то простым

образом. Вот соответствующее определение.

') См. также Милнор [24*, теорема 1.4].
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Определение 3.1. Пусть М — гладкое много-

образие размерности т, и пусть N — подмножество

в М, для которого выполнены следующие условия:

1) N— гладкое многообразие1) размерности п.

2) Еслир — точка в N, то существует такая ко-

ординатная окрестность U точки р в М с такой ло-

кальной системой координат ц>: U—+V, где V — от-

крытая клетка в m-мерном евклидовом пространстве,
что q>(N [} U) есть подмножество точек клетки V,
удовлетворяющих уравнениям xn+i = хп+2. = ...

...
= хт = О, а ограничение отображения ф на

U П N дает локальную систему координат для N в

окрестности точки р. Тогда N называется подмного-

образием многообразия М.
Условие 2) можно выразить менее формально,

сказав, что локальные координаты на М в окрест-
ности точки р определены так, что N имеет локаль-

ные уравнения xn+i = хп+2 — ...
= хт = 0, в то

время как xh Xz, . . .
, хп являются локальными коор-

динатами на N в окрестности точки р. Таким образом,
локальные системы координат на N получаются из

систем координат на М. Условие 2) также обеспечи-

вает, что у N имеется окрестность в М, устроенная
вроде «трубчатой» окрестности у гладкой кривой в

трехмерном пространстве. Этот момент мы обсудим
позднее, а сначала дадим несколько примеров.

Примеры. 3.1. Простейший пример получится,
конечно, если взять в качестве М m-мерное евклидово

пространство, а в качестве N — евклидово подпро-

странство, заданное уравнениями xn+i = xn+z = . ..

...
= хт = 0.

3.2. Возьмем в качестве М трехмерное евклидово

пространство. Координаты х, у, z в трехмерном про-

странстве можно принять за локальные координаты
в окрестности любой точки. В качестве VV возьмем

двумерную сферу с уравнением х2 -\- у2 -J- z2 = 1. Мы

уже видели, что она является гладким многообразием
(пример 2.6). Теперь мы покажем, что выполняется

') То есть оно снабжено соответствующими Ui и q>;.
— Прим.

ред.
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условие 2) определения 3.1 4). Возьмем, например,
точку р на полусфере z > 0 в N. Ясно, что координа-
ты (х, у, z) нельзя принять за локальные координаты

') Полезно иметь в виду, что в определении 3.1 главную
роль играет условие 2), и в сущности только его выполнение

и нужно проверять, когда мы хотим убедиться в том или ином

примере, что имеем дело с подмногообразием. Так как Уоллес в

дальнейшем фактически пользуется этим обстоятельством, то

остановимся на нем подробнее.
Пусть подмножество N cz M обладает следующим свойством:

3.1'. Для любой точки ре? существует такая карта (V, <р)
многообразия М, что реУ и <p(Af Л U) состоит из тех и только

тех точек клетки V = <р(?/), для которых *,,+i = ... = хт = 0.

Тогда можно ввести на N гладкую структуру, приняв всевоз-
можные U П jV за координатные окрестности, а ограничения
(p|?/["|Af — за локальные системы координат; будучи снабжено
этой гладкостью, N будет подмногообразием многообразия М в

смысле определения 3.1.

Проверим, что мы действительно получаем атлас для N. Если

(?/, Ф) и (?/', ф') —две такие карты на М, как в 3.1', и

(U C\ N) П (U' П Л') Ф 0, то мы должны проверить согласован-
ность (в том смысле, как в прим. ред. на стр. 44) двух карт

(U(]N, ф|?/ПЛО и (U'(]N,q,'\U'CiN).
Эта согласованность означает, что функции

q/ф-1 (л-,, ..., .vrt> 0, ..., 0) н ф(ф'Г' (*i, ..., агя, 0, .... 0)

являются гладкими функциями от (х\, ..., хп) при всех тех

(.V|, ..., хп), при которых они определены. Но это очевидно, ибо

Ч''ф"' » ф(ф') гладко зависят от своих аргументов ввиду согла-

сованности карт (?/, ф) и (W, ф') многообразия М.
Остаются еще две несущественные детали. Во-первых, Уол-

лес упорно требует, чтобы координатные окрестности были гомео-

ыорфны открытым шарам. Ясно, что мы достигли бы этого,
если бы включили в 3.1' дополнительное условие:

V П{ (*i> ..., Хт) I xn + i
=

...
= хт = 0} — клетка в евклидовом

пространстве (хи ..., хп).

Но лучше никаких дополнительных условий не включать, а про-

верить, что при выполнении З.Г для любой точки p^N найдется
такая карта (U\, ф), что ре U\, (fi(U\) —клетка,

ф(ЛТ)У,) = ф(У,)Л{(л:, хт)\хп+ 1= ... =л:т = 0},

и эго последнее множество — клетка. Такую карту можно полу-

чить, взяв сначала такую карту (U, ф), как в З.Г, и при необхо-

димости уменьшив U; детали предоставляются читателю.

Во-вторых, в определении 2.5 требовалось, чтобы существовал
атлас, состоящий из счетного числа карт. У нас же пока каждой
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точки р в М так, чтобы выполнялось условие 2). Тем
не менее можно ввести новые координаты посредст-

вом преобразования
X = х.

Функции, стоящие справа,
—

гладкие, так же как и

функции, которыми выражается обратное преобразо-
'

д (X, Y, Z)
вание, и якобиан

д (х, у, z)
отличен от нуля в окре-

стности любой точки на полусфере z > 0. Таким об-

разом, (X, Y, Z) допускаются в качестве локальных

координат в окрестности точки р (определение 2.7).
В этих координатах ;V имеет уравнение Z = 0 в ок-

рестности точки р. Кроме того, в примере 2.6 мы

видели, что X и У можно принять за локальные коор-
динаты на N в полусфере z > 0. Таким образом, ус-
ловие 2) определения 3.1 в окрестности точки р вы-

полняется. Аналогичное рассуждение показывает, что

это условие выполняется в окрестности любой точки

В этом примере важным моментом является ил-

люстрация следующего обстоятельства: в данной си-

стеме локальных координат может быть совсем не-

очевидно, что подмножество в гладком многообразии
на самом деле является подмногообразием. Необхо-
димо произвести некоторую подгонку локальных ко-

ординат, прежде чем мы увидим, что условие 2) вы-

полняется.

точке р е N сопоставлена некоторая карта (?/, (р) многообра-
зия М, а из нее получается карта (U (] N, ф|GПЛг) для N;
вполне может оказаться, что различным р сопоставлены различ-

ные (U,(p), и различных (U П N,(p\U П N) полечится столько же,

сколько и различных точек р, т. е. континуум. Мы должны, следо-

вательно, из покрытия топологического пространства N его откры-

тыми подмножествами U П N выбрать счетное подпокрытие.

Основным для дальнейшего является тот случай, когда N —

компактное множество в М. В этом случае можно выбрать не

только счетное, но и конечное подпокрытие. В общем же случае

см, прим. ред. на стр. 39 и разд. 1.7. — Прим. ред.
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3.3. Возьмем в качестве М двумерную сферу
хг + Уг + 22 = 1 в трехмерном пространстве, и пусть
N — окружность, по которой эта сфера пересекает
плоскость 2 = 0. Так как г всегда можно взять за

одну из локальных координат на сфере в окрестности
любой точки из Л/, беря за другую координату либо

х, либо у, то легко видеть, что N — подмногообразие
в М. Ясно, что этот пример можно распространить на

большие размерности.
3.4. Интереснорассмотреть пример, в котором ус-

ловие 2) определения 3.1 не выполнено. В упражне-
нии 2.22 был дан пример гладкого отображения ср
плоскости Ег на тор. Пусть L — прямая в ?г, прохо-
дящая через начало координат и имеющая иррацио-

нальный наклон. Тогда легко видеть, что ф отобра-
жает L в тор взаимно однозначно. Возьмем за М тор,
а за Л! — множество <p(L); прямая L есть одномерное
евклидово пространство и, стало быть, многообразие.
Тем не менее его образ q>(L) бесконечное число раз
«обвивает» тор М, и эта обмотка такова, что если

р <= N и U — любая окрестность точки р в М, то

U (} N состоит из бесконечного числа непересекаю-

щихся отрезков. Поэтому ни при каком выборе ло-

кальных координат на М в окрестности точки р не

может выполняться условие 2) определения 3.1. Та-
ким образом, N не является подмногообразием
в М1).

'•) N называется иррациональной обмоткой тора. Стоит за-

метить, что в дифференциальной геометрии и теории дифферен-
циальных уравнений бывает желательно называть подмногообра-
зиями объекты, подобные N, поэтому часто дается более общее

определение гладкого подмногообразия, учитывающее это поже-
лание ([38], стр. 51). Для целей настоящей книги в таком обоб-

щении нет необходимости.
Вот еще один пример, когда условие 2) определения 3.1 ие

выполнено. В треугольнике Д (имеется в виду замкнутая лома-

ная из трех звеньев, а ие ограничиваемая ею часть плоскости)
можно ввести гладкую структуру, ибо он гомеоморфен окруж-
ности S1. (Действительно, если {(t/f, фО) — атлас для S1, а

^A-^S1—гомеоморфизм, то {(ijr'^l/j), <p,il>)} — атлас для Д.)
Но гладким подмногообразием плоскости треугольник, конечно,

не является: если точка р находится в углу треугольника » U —

ее окрестность на плоскости, то ни при каком диффеоморфизме
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3.2. Многообразия в евклидовом пространстве

Нам особенно интересен случай, когда объемлю-

щее многообразие есть евклидово пространство.
Итак, пусть М

— гладкое многообразие размерности
п, заданное как подмногообразие в /V-мерном евкли-

довом пространстве Е. В формулировке условия 2)
определения 3.1 используется некоторая локальная

система координат в окрестности точки р. С другой
стороны, евклидовы координаты х\, . .

., xN сами мо-

гут быть приняты за локальные координаты в окре-
стности точки р в Е, поэтому естественно спросить, во

что превращается условие 2) определения 3.1, если

его выразить в терминах евклидовых координат. Мы •

исследуем этот вопрос, делая необходимое преобра-
зование координат в два шага. Результат будет сфор-
мулирован как теорема 3.1.

Начнем с локальной системы координат в окрест-
ности точки р в М, для которой выполнено условие 2)
определения 3.1. Эта система представляет собой го-

меоморфизм ер: U —> V, где V — открытая клетка в

другом УУ-мерном евклидовом пространстве Е', с ко-

ординатами (г/ь г/г, •-., #jv). Из условия 2), в част-

ности, следует, что ограничение ф на U Л М есть ло-

кальная система координат на М в окрестности точ-

ки р и что ф переводит это множество в часть клетки

V, выделяемую уравнениями уп+1 = уп+2 = . . .

... = г/дг = 0. С другой стороны, евклидовы коорди-
наты хи • ¦

•, Xn в Е годятся, в частности, и в U, по-

этому отображение ф можно записать формулами:

A) Xi = b(yi, У2, •••> Ун)> г = 1, 2, ..., Л/,

где г|);
— гладкие функции, а якобиан

d(yvyr...,yN)

не обращается в нуль на V.

ф: U-+R2 = {(xi, х2)} множество ДПУ не может отображаться
в прямую х2 = 0. (В отличие от иррациональной обмотки тора

треугольник не является гладким подмногообразием плоскости и
в упомянутом выше более широком смысле.)—Прим. ред.
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В частности, этот якобиан не равен нулю в точке

), и поэтому, после подходящей перенумеровки
переменных xt, определитель

д (фь \|>2 г[7га

будет отличен от нуля в точке ф(/?). Поэтому, если

определить отображение 0 окрестности точки ф(р)
в третье евклидово пространство Е" с координатами
2ь г2, ..., гл- посредством формул

ZN — У\>

то якобиан функций в правой части будет отличным

от нуля в точке ц>(р), а стало быть, и в некоторой ее

окрестности. По теореме 2.1 отсюда следует, что 0

гомеоморфно отображает некоторую окрестность V

точки- ц>{р) на открытую клетку W в пространстве Е",

причем отображение 8'1, определенное на W, будет
гладким.

Положим теперь V = ф (V) и %
= Оф. Тогда %

есть гомеоморфизм множества U' на W, который с

учетом формул A) и B) для ф и 0 должен записы-
ваться в следующем виде:

C) ZnZXn' ,
zn + l —%tn-l\xl> X2i •••> XN)>

ZN —Xn(xU X2 XN).
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Так как х есть композиция отображений 0 и ф, функ-
ции в правой части имеют якобиан, отличный от нуля

в V (см. упражнение 2.3), так что / тоже является

локальной системой координат. Обратное отображе-
ние х~1 записывается формулами вида

'

' -V,,+ |
= Яп + 1 [Z\, Z2, ...,

Ху — А у B], Z2, . . <
, 2Гдг)-

Теперь мы пришли к следующему. Во-первых,
%(U'[) М) есть в точности множество, выделяемое в

W уравнениями zn+l = zn+2 — ...
= zN = 0, поэто-

му из формул D) следует, что U'[\ М есть множе-

ство точек в ?/', удовлетворяющих уравнениям

хп+\ = Я„ н (.Vi, д;2, ..., дгп, 0, 0, ..., 0),

E) : :

хм =Av(.v,, .v2, ..., хп, 0, 0, .... 0).

Во-вторых, ограничение отображения ф на V П AJ
дает локальную систему координат на М в окрест-
ности V П М- Но легко видеть, что отображение х

Г1ереводнт точку (х\, х%, ..
., xN) из V Г\ М в точку

(гь г2, . .
., г„, 0, 0, ..., 0), у которой Х\ = г, для

t = l, 2, ..., п. Таким образом, отображение проек-

тирования множества V П М в подпространство
хп+1 = хп+2 = ...

= x.v = 0 само является локально!!
системой координат на V П М.

Итоги наших обсуждений подводятся в следующей
теореме.

Теорема 3.1. Пусть М есть п-мерное подмногооб-

разие N-мерного евклидова пространства Е, и пусть
Р — точка на М. Тогда при подходящей нумерации
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евклидовых координат Х\, х2, ..., хЛ- в Е проекция на

пространство xn+i = хп+2 =.. .= xN = 0 является ло-

кальной системой координат на М в окрестности точ-

ки р, причем М в этой окрестности есть множество то-

чек, удовлетворяющих уравнениям (полученным из E)
переменой обозначений)

xn + l
=z 1п + \(х\> Х2> •••> хп)<

F) •' •
ХК —IN \xl> Х2< •••> хп)'

в которых f,-— гладкие функции.

Пример 3.5. В случае сферы х- -\- if- -\- z~
— 1

в трехмерном пространстве мы видели, что в окре-
стности любой точки две из трех координат х, у, z

можно принять за локальные координаты, так что

соответствующие проектирования будут отображе-
ниями, определяющими локальные системы коорди-

нат, а третья координата выражается как гладкая

функция от этих двух (см. пример 2.6).

Упражнения. 3.1, Докажите следующее обращение тео-

ремы 3.1. Пусть Е есть Л'-мермое евклидово пространство, и пусть
М — такое подмножество в Е, что каждая точка ре? имеет

окрестность U, для которой пересечение О Г) М либо пусто, либо
является множеством точек в U, удовлетворяющих уравнениям,
которые при подходящей нумерации координат можно записать

в виде

Хп+1
= /«+1 (Л'|. А'2. •¦•> хп)<

*К =^Л' (Xl> Х2 Хп>

где U — гладкие функции. Докажите, что в этом случае М яв-

ляется подмногообразием в пространстве Е.
3.2. Обобщите упражнение 3.1 следующим образом. Сохраняя

в предыдущем упражнении остальные условия неизменными,

предположим, что кагкдая точка пространства Е имеет такую
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окрестность U, что U П М либо пусто, либо является множе-

ством точек в U, удовлетворяющих уравнениям

g.(xv х2, ..., xN) = 0, i=l, 2, ...,n,

где gi
— гладкие функции, матрица Якоби которых по перемен-

ным X) имеет ранг п в каждой точке из U, Докажите, что М

является подмногообразием в Е,

В двух последних упражнениях описаны ситуации,
в которых подмножество М в VV-мерном евклидовом

пространстве оказывается подмногообразием. Сейчас
мы разберем еще одну такую ситуацию. Проверка
условия 2) определения 3.1 будет уже немного труд-
нее. Ее идея состоит в том, чтобы взять в качестве

подмножества Е образ гладкого многообразия при
гладком взаимно однозначном отображении.

В примере 3.4 мы видели, что такой образ, вооб-

ще говоря, не обязан быть подмногообразием. Одна-
ко сейчас мы покажем, что компактности вместе с

условием на ранг отображения ') уже достаточно для

того, чтобы образ являлся подмногообразием в Е.

Теорема 3.2. Пусть М — компактное гладкое мно-

гообразие размерности п, и пусть Е есть N-мерное
евклидово пространство. Пусть f: М —> Е — взаимно

однозначное гладкое отображение многообразия М
в пространство Е, и пусть ранг f равен п в каждой

точке М. Тогда f(M) —подмногообразие в Е.

Доказательство. Применим к отображению
/ результат упражнения 2.28 и получим, что для каж-

дой точки реМ существует такая координатная ок-

рестность U э р с локальной системой координат ф,

отображающей (/ на открытую клетку V в /г-мер-
ном евклидовом пространстве с координатами
Уи У2, •••. Уп, в которой отображение /qr1 задается

') Условие на ранг также является существенным: легко по-

строить гладкое взаимно однозначное отображение окружности
в плоскость, при котором ее образом будет треугольник. В точ-

ках окружности, отображающихся в вершины треугольника, ранг
падает до нуля. — Прим, ред.
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формулами
*1 =1/1.

G) ХпZlJ"'
Хп + \ —/я+ 1 \Уи У-2' ¦••> Уп) '

XN —in iVi' //2 Уп)<
где xi, хг, ..., xN — координаты в Е, а /* — гладкие

функции.
Заметим, что первые п формул отождествляют V

с открытой клеткой W в подпространстве xn+i =
= хп+г = ...

= jcjv = 0 пространства Е. Поэтому
образ f(U) есть множество точек, удовлетворяющих
уравнениям

xn + l ==/rt + I \XU Х2> •¦•> Хп)г

(8) '. :
XN ==lN №i *2» • •

•> *n)>
где (xi, хг, .. .

, л:„) e W7, a /\- — гладкие функции.
Теперь, чтобы завершить доказательство, надо

убедиться в том, что точка f(p) имеет окрестность, в

которой уравнениям (8) удовлетворяют только точки

f(M). Для этого рассмотрим меньшую окрестность
V точки р, такую, что U' cz U, и положим V =

= ф(?/'); пусть, далее, W — соответствующее подмно-
жество из №. Для любого положительного е множе-

ство №'(е), определенное неравенствами

fn +i(xi Хп)— &< Хп + { <fn+i(Xu ..., Л'„) + Е,

(*i х»)еГ,
является открытой окрестностью точки f(p). Теперь
следует показать, что если е достаточно мало, то в

№'(е) лежат только те точки из f(M), которые удо-
влетворяют уравнениям (8) с (х\, х% ..., хп) е №'.
С первого взгляда использование двух окрестностей
U и V может показаться ненужным усложнением;
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однако на самом деле удобно, работая с V, знать,

что уравнения (8) справедливы в большем множе-

стве О.
Допустим, что доказываемое утверждение невер-

но. Тогда для заданной убывающей последователь-

ности значений е мы смогли бы выбрать последова-

тельность точек в М, не лежащих в U', каждая из

которых отображалась бы в соответствующее множе-

ство W(b). Так как М компактно, из этой последова-
тельности можно было бы выбрать сходящуюся иод-

последовательность. Таким образом, перенумеровав
члены подпоследовательности и соответствующие
значения е, мы получили бы такую последователь-

ность ei, ег, ..
•, сходящуюся к нулю, и такую после-

довательность точек qu q2, .... сходящуюся к точке

q, что все qt лежат вне U', но /(д*)е W (&{) при
каждом i. На самом деле все точки qi должны ле-

жать даже вне множества U. Действительно, ни одна

точка множества f(U\U') не попадет в W'(&) ни для

какого е, потому что все такие точки удовлетворяют
уравнениям (8) с (хи ..., хп) ф W. Отсюда следует,
что и предельная точка q лежит вне U. Но в силу не-

прерывности отображения f имеем f(ttmqi) —
= Umf(qj) и так как е* стремится к нулю, limf(qi)
лежит в f(U') = f(U'). Иными словами, f(q) лежит

в f(U'). Но так как f взаимно однозначно, это озна-

чает, что q лежит в U'; таким образом, мы пришли к

противоречию.
Отсюда следует, что при некотором е окрестность

W'(e) точки f(p) удовлетворяет1) условию 2) опре-
деления 3.1. Такую окрестность можно найти для

любой точки из f(M). Поэтому наша теорема пол-

ностью доказана2).
') Вмесме с введенными в ней локальными координатами

гх = хь ..., «„ = *„,

гп+1
=

*л+1
~ ?п + \ (XV •••• хп)' ¦••' zN==xN~fN(xl' •••' хп)-

- Прим. ред.
2) Читателю предоставляется самостоятельно доказать, что

в теореме 3.2 / диффеоморфно отображает М на f{M), те./
является вложением (см. начало следующего раздела) много-

образия М в евклидово пространство Е. — Прим. ред.
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3.3. Теорема о вложении

В предыдущем разделе мы рассматривали гладкие

многообразия, которые являются подмногообразиями
некоторого евклидова пространства. В действитель-

ности мы не налагали при этом существенных ограни-

чений, так как любое гладкое многообразие диффео-
морфно некоторому подмногообразию евклидова про-

странства. Здесь мы докажем это только для компакт-

ных многообразий; для случая некомпактных много-

образий доказать этот факт уже труднее ').
Уточним сначала терминологию. Когда говорят о

вложении множества А в множество В, то это озна-

чает, что А является подмножеством В и что рассмат-

ривается отображение А —> В, сопоставляющее точке

а е А ту же самую точку, рассматриваемую уже как

точка в В. Но применительно к гладким многообра-
зиям этот термин имеет несколько иной смысл.

Определение 3.2. Пусть М, N — гладкие мно-

гообразия. (Гладким) вложением М в N называется

любое отображение /: М —* N, образ f(M) которого
является гладким подмногообразием в N и которое
является диффеоморфизмом многообразия М на

f(M).
Если гладкое многообразие М вложено как под-

многообразие в евклидово пространство Е, то каж-

дую координату X; пространства Е можно рассмат-
ривать как гладкую функцию на многообразии М.
Поэтому для доказательства того, что многообразие
можно вложить в евклидово пространство, естествен-

но попытаться построить набор гладких функций
fi, /2, ... In и потом рассмотреть отображение мно-

гообразия М в пространство Е, переводящее точку
р е М в точку с координатами (fi(p), !г(р), ¦•¦

..., fy(p)). Если мы хотим, чтобы это отображение
было взаимно однозначным, то наш набор функций

') См. [30], стр. 32, теорема 5, или [38], стр. 73, теорема 44.

Между прочим, наложенное в определении 2.5 условие счетности
необходимо для существования вложения в евклидово простран-
ство. — Прим. ред.
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должен обладать тем свойством, что для любых двух
точек р Ф q найдется по крайней мере одна функция
fu принимающая различные значения в этих точках.

В таком случае говорят, что функции fi разделяют
точки М. В любой координатной окрестности на М

локальные координаты, очевидно, разделяют точки

этой окрестности. Наша ближайшая цель теперь со-

стоит в том, чтобы продолжить локальные координа-
ты, заданные пока что в координатных окрестностях,
до гладких функций на всем многообразии, с тем что-

бы продолженные функции разделяли точки уже на

всем многообразии.
Для компактного многообразия М это можно сде-

лать с помощью функций, которые строятся в уп-
ражнении 2.13. Итак, построим для каждой точки

р е М окрестность U, лежащую внутри координат-
ной окрестности, и гладкую функцию f на М, кото-

рая положительна на U и равна нулю вне U. Так как

многообразие М компактно, его можно покрыть ко-

нечным множеством ?/4, U2, ..., Um подобных окре-
стностей, причем каждой (]\ соответствует функция

ft. Любое из множеств Ui само, конечно, является

координатной окрестностью и имеет координатное

отображение ср* на открытую клетку V{. Если

х\1\ 4°> •••» ^п ~~ координаты точки клетки Vt, рас-

сматриваемые как гладкие функции на множестве

U,-, то функции1) y<p
= x{j)-fi являются гладкими

:) Если быть педантичными, то следовало бы сказать:

у\" = xf} 'ftBUtn г//* = 0 на M\Ut (ведь х^1) не определены вне

Ut, так что выражение х^Р ¦ /г вне Uг, строго говоря, тоже не имеет

смысла). Но подобного педантизма никогда не проявляют.

Следующее замечание чуть-чуть существеннее. Коль скоро

мы хотим, чтобы функция г/у'' = *'/' • }t была гладкой функцией

на всем М, недостаточно, чтобы функция *'/' была гладкой на

U;, a fi была гладкой на всем М и тождественно равнялась нулю

вне Ui. Для гладкости (даже для непрерывности) (//' в точках

границы Fr Ui нужно, чтобы Xj ,так сказать, «хорошо себя вела»

возле Fr Ut. Проще всего потребовать, чтобы *'/' была гладкой

функцией не только в ?/,-, но и в чуть большем открытом мно-
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функциями на всем многообразии М. Рассмотрим те-

перь набор функций

(Q\ f ,,A) ,,(!) ,/A) f ,iB) ,,B) <Л2) f\У) /р У\ I У2 > • ¦ ¦ > Уп > '2' "l > ' ' ' ' ' "п ' '3' ' ¦ '

Мы проверим, что это множество функций разделяет
точки М.

Возьмем две точки р и q на М. Если, например,
р попадает в U%, a q

— нет, то функция ft равна ну-
лю в точке q и отлична от нуля в точке р. Поэтому
функция fi разделяет точки р и q. Предположим те-

перь, что точки р и q попали в одно множество ?/,-.
Если fi(p) ^fiiq), то функция fi разделяет точки р

и q. Если же fi(p) = fi(q), то, поскольку одна из ло-

кальных координат х(р обязательно разделяет р и

q, соответствующая ей функция yW = ft • xtp тоже раз-
делит эти точки.

Следуя плану, приведенному в начале этого раз-
дела, мы должны были бы теперь использовать функ-
ции (9) для того, чтобы построить отображение мно-

гообразия М в евклидово пространство. Однако при
этом может оказаться, что ранг полученного отобра-
жения не будет равен п во всех точках. Чтобы обе-
спечить выполнение этого условия (и сделать возмож-

ным применение теоремы 3.2), необходимо добавить
к набору (9) новые функции. Для этого обозначим

через z(p функцию, равную х^р • fj на Ui и нулю вне [/,-.

жестве Vt => Ut. А чтобы обеспечить выполнение этого требова-

ния, немного уточним выбор [/,-. Для каждой точки р е М
имеется окрестность Up, замыкание которой лежит внутри не-

которой координатной окрестности, а в терминах соответствую-

щих координат <р отвечает некоторому шару евклидова простран-
ства с центром в ц>(р). Так как М компактно, из покрытия {Up}
можно выбрать конечное подпокрытие U\, ..., Un. Каждое Ui
лежит в некоторой координатной окрестности Ut, и соответствую-

щие координаты xfp x^являются гладкими функциями в

последней, чего мы и добивались. Подобные уточнения тоже

часто подразумеваются, но в явном виде не высказываются. —

Прим. ред.
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Таким образом, г'1'1 = #(/)#fr Рассмотрим набор, полу-

ченный добавлением к набору (9) функций z(p (все-

го, таким образом, будет 2тп-\-п функций). Обозна-
чим эти функции через Fu ¦¦-, FN, N = 2тп -\- п, и

рассмотрим отображение F: M-+E, переводящее точ-

ку р в точку (Fl(p),F2(p),... ,FN(p)). Так как на-

бор Fi включает в себя функции (9), разделяющие
точки многообразия М, то отображение F будет вза-

имно однозначным. Теперь проверим, что оно имеет

ранг п в каждой точке. Для этого покажем, что п

каждой точке множества Ut хотя бы один из яко-

бианов

ОМ» ,@
г2

ело ли мп

отличен от нуля.

Вспоминая, что каждая функция ft задается на

множестве Ut явной формулой fi =exp(r?—1)~', где
п

т\ == 2 (х/''J) можно путем непосредственных вы-

числений показать '), что первый якобиан обращает-
ся в нуль только тогда, когда г\ — 4r2. -f- 1 = 0, а вто-

рой— только в случае, когда г\ — 6гг+1=0. Ясно,
что ни в одной точке оба эти уравнения одновремен-

') Используя, что для производной f (t) функции f (t) =

== exp ( — —)выполняется равенство f'(t)~ Т iT2~M0
легко найти, что интересующие нас якобианы равны

где 6* = 1 при j = k и б*=0 при \ф k, a del^a^), естественно,

обозначает определитель матрицы n-го порядка с элементами a/ft.

Далее надо использовать тот факт, что ||>0в (/,-н что, как

нетрудно проверить,

det{6ki-ajak) = (-lf{l-al- ...
- а2п).

— Прим. ред.
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но быть справедливыми не могут. Поэтому отображе-
ние F имеет ранг п во всех точках ?/,¦ для каждого i,
а значит, и всюду на М.

Теперь, применяя теорему 3.2, мы можем объеди-
нить все сказанное в этом разделе в виде следующей
теоремы.

Теорема 3.3. Если М — компактное гладкое мно-

гообразие, то существует вложение F: М -*¦ Е, где
Е — евклидово пространство, такое, что F{M) яв-

ляется подмногообразием в Е.

3.4. Вложение многообразия с краем

Чтобы охватить случай многообразий с краем,

нужно внести небольшие изменения в предыдущие

определения и теоремы. Например, если N'—много»

образие с краем, то условие 2) определения 3.1 в трм

виде, как оно там сформулировано, относится только

к внутренним точкам .V. Если точка р принадлежит
краю многообразия /V, то соответствующее условие
состоит в том, что она имеет координатную окрест-
ность U в М с такой локальной системой координат

ф: U-+V, что ф(Л"ГШ) является подмножеством мно-

жества V, которое выделяется условиями х„ ^ О,
xn+i — х„+2 = ... — х,а = 0. Образ края многообра»
зия N в U будет выделяться дополнительным усло-
вием хп = 0.

Если оба многообразия М и N имеют края и мы

хотим определить, что означает выражение «,V — под-

многообразие в М», то необходима дальнейшая кор-
ректировка, учитывающая возможные соотношения

между краями.
Доказательство теоремы о вложении из предыду-

щего параграфа, проведенное с совсем небольшими
изменениями, показывает, что если М — многообра*
зие с краем, то существует вложение /: М-+Е в ев«

клидово пространство Е. Подробное доказательство
этого следует провести в качестве упражнения.

Существует некоторое усиление теоремы о вло-

жении многообразия с краем в евклидово простран-
ство, которое нам понадобится в дальнейшем. Мы
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будем иметь дело с таким вложением, при котором
край вкладывается в линейное подпространство. Сей-

час мы построим такое вложение.

Пусть М — компактное многообразие с краем Мь
и пусть f: M-+E — его вложение в iV-мерное прост-

ранство. Пусть отображение / переводит точку р е М

в точку (Fi(p),F2(p),...,FN(p)). Предположим, что

можно построить такую гладкую функцию FN+\ на

М, которая положительна на M\Mi и равна нулю
на Mi. Тогда отображение f, переводящее точку
/><=М в точку (F](p),F2(p),...,FN(p),FN+l{p)), яв-

ляется гладким отображением многообразия М в

Л/+1-мерное евклидово пространство, которое вза-

имно однозначно отображает М на f'{M), причем
f'(M) есть подмногообразие в Е'. Кроме того, f'(M)
лежит в множестве точек, удовлетворяющих неравен-
ству хЛ'+1 ^ 0, образ края М\ лежит в множестве

хк+\ = 0, а образ множества M\Mi — в множестве

xN+] > 0.
Чтобы построить функцию FN+U построим сна-

чала покрытие многообразия М окрестностями Uit
каждая из которых (так же, как в доказательстве тео-

ремы 3.3) снабжена функцией ft, положительной
на Ui и равной нулю вне ?/,-. Пусть Uu U2, ..., Uk—
те координатные окрестности, для которых соответ-

ствующие локальные системы координат отображают
их на полуклетки V,, V2, ¦¦¦, Vk; иначе говоря, это

окрестности, пересекающие край многообразия М.

Если х\1К х{р, ..., xW — координаты на V\, то для

одной из них, скажем для х%\ выполняется неравен-
ство л^'^0 на образе окрестности Uit а образ мно-

жества М| П Ui выделяется уравнением л?"> = 0. Функ-

ции х1^ ¦ ft для каждого i являются гладкими функ-
k

циями на М; отсюда функция 2 •*>,"• ft есть гладкая
t=i

функция на М. Так как все функции x$'ft неотри-
k

цательны, то 2 хЦ] • f( равна нулю только когда все

х^ ¦ ft равны нулю. Для точки из множества Ut это
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означает, что х<;) = 0, т. е. что точка лежит в

Теперь положим

где вторая сумма берется по тем i, для которых

окрестность 1>{ не пересекает Мг. Здесь опять все

члены неотрицательны, и легко видеть, что функция
FN+l неотрицательна всюду на М и равна нулю
только в точках множества М\.

Теперь, действуя описанным выше способом, мы

добавляем FN+\ к функциям, задающим вложение

многообразия, и получаем следующую теорему.

Теорема 3.4. Пусть М — гладкое компактное

многообразие с краем М\. Тогда существует такое

гладкое вложение f: М --> Ex+i многообразия М в

N+ I-мерное евклидово пространство, что f(M) есть

подмногообразие, лежащее в множестве всех элемен-

тов х, для которых xN+\ ^0, a f(M\) является пере-

сечением f{M) с множеством тех х, для которых
= 0.

Упражнения. 3.3. В предыдущих обозначениях проверьте,
что f(M\) является подмногообразием в jV-мерном евклидовом

пространстве, определенном уравнением Хх+\ = 0.
3.4. Используя метод доказательства теоремы 3.4, покажите,

что если М — гладкое многообразие, край которого является не-

связным объединением М\ U Мг, то существует такое гладкое вло-
жение f: М -*¦ Е многообразия М в Л'-ыерное евклидово про-

странство для некоторого jV, что {(М) есть подмногообразие, це-

ликом заключенное между гиперплоскостями Хх = 0 и xN = 1 и

пересекающееся с этими гиперплоскостями по множествам /(Mi),
и /(Afg) соответственно.

§ 4. КАСАТЕЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА
И КРИТИЧЕСКИЕ ТОЧКИ

4.1. Касательные прямые

Если С — кривая в JV-мерном евклидовом прост-

ранстве, заданная параметрическими уравнениями

Xi == /i U), Х2 = f2 (t), .... XN=fN @,
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где /,• — гладкие функции, то касательная прямая

к С в точке, соответствующей значению параметра
to, задается уравнениями ')

f\Vo) ^2Со) "¦ U('o)
Эти уравнения выражают геометрическую идею, со-

гласно которой касательная является пределом секу-
щих, соединяющих точки с параметрами t{ и *0, ко-

гда t\ стремится к ^о-

Определение 4.1. Если Af — гладкое многооб-

разие, вложенное как подмногообразие в евклидово

пространство Е, а С — кривая, которая содержится
в Л1 и задана гладкими параметрическими уравне-
ниями, то касательная прямая к С в точке р назы-

вается касательной прямой к многообразию М в точ-

ке р.

Пример 4.1. Пусть М — сфера х2 -f- У2 + z2 — 1
в трехмерном пространстве. Плоскости, проходящие

через ось г, высекают на М окружности. Касатель-
ные ко всем этим окружностям в точке @,0,1) по

определению 4.1 являются касательными прямыми
к М. Заметим, что все они лежат в плоскости 2=1.
Мы сразу же обобщим это замечание.

Лемма 4.1. Пусть М — гладкое многообразие раз-
мерности п, являющееся подмногообразием N-мер-
ного евклидова пространства Е, и пусть р — точка на

М. Тогда все касательные прямые к многообразию М
в точке р содержатся в некотором п-мерном линей-

ном подпространстве Т пространства Е,

Доказательство. Используя теорему 3.1,

предположим, что координаты пространства Е зану-

') Разумеется, здесь предполагается, что хотя бы одна из

производных /, (^0) Ф 0. Когда говорят о гладкой параметриза-

ции, то помимо гладкости соответствующих функций подразуме-
вается выполнение и этого свойства для всех h. — Прим. ред.
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мерованы так, что в окрестности точки р многообра-
зие М является множеством точек, удовлетворяющих

уравнениям вида

A) X(= qp,(x,, х2, ..., хп), i = n+l,...,N,

где <р*
— гладкие функции. Если кривая С имеет глад-

кие параметрические уравнения Xi = f;(t) (?=1,
2,...,N) и содержится в М, то

B) Ы0= фИМ0, .... fn(t)), i = n+l,...,N.

Предположим, что С проходит через точку р и что

р соответствует значению параметра to- Тогда диф-
ференцирование уравнений B) дает-

'¦'(L), / = я+1, .... N.

Но из этих уравнений следует, что каждая касатель-

ная прямая к М в точке р лежит в линейном прост-
ранстве Т, заданном уравнениями

D) xt - ft (У = У (|^\ (x,-U Но)), i =n+l N.

Из вида этих уравнении мы можем заключить, что

пространство Т не зависит от выбора кривой С и

имеет размерность п, что и требовалось.

Определение 4.2. Линейное пространство Т,
описанное в лемме 4.1, называется касательным про-
странством к многообразию М в точке р.

Следующее определение вводится для удобства
терминологии.

Определение 4.3. Если М — гладкое подмно-

гообразие в W-мерном евклидовом пространстве Е,
а Г — касательное пространство к М в точке р, то

любая гиперплоскость (линейное подпространство
размерности N—1) в пространстве Е, содержащая
Т, называется касательной гиперплоскостью к М в

точке р.
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Заметим, что если М имеет размерность N— 1, то

Т тоже имеет размерность N— 1, и поэтому в точке р
имеется единственная касательная гиперплоскость —

само пространство Т-

У п р а жнен и я. 4.1. Найдите касательное пространство к

сфере х2 + у2 + г2 = 1 в точке (х0, уо, z0).
4.2. ПустьМ — гладкое многообразие в евклидовом простран-

стве, и пусть Т — касательное пространство к М в точке р. Пусть
L — прямая, лежащая в Г и проходящая через точку р. По-

стройте кривую С в М с гладкими параметрическими уравне-
ниями, для которой L является касательной к С в точке р.

Заметим, что лемма 4.1 утверждает только, что простран-
ство Т содержит все касательные прямые к М, проходящие через
точку р. Теперь же наше упражнение гарантирует, что все пря-

мые в Т, проходящие через точку р, являются касательными к

многообразию М в точке р.

4.3. Пусть М — гладкое многообразие в евклидовом про-

странстве, и пусть V — подмногообразие в М. Докажите, что если

Тм и Ту — касательные пространства в точке р е V к М и V со-

ответственно, то Ту с Ты.

4.2. Критические точки

Здесь мы введем понятие, обобщающее понятие

минимума и максимума функции. Если гладкая функ-
ция / одной переменной х имеет минимум или мак-

симум1) в точке х = х0, то df/dx = O в этой точке.

Аналогично если функция двух переменных f(x,y)
имеет максимум или минимум в точке (хо,уо), то

df/dx = df/ду = 0 в этой точке. Последнее означает,
что касательная плоскость к поверхности z = f(x,y)
(графику функции f в трехмерном пространстве)
в точке (хо, Уо) горизонтальна. То же самое условие,

очевидно/ выполняется для седловой точки — точки

р, около которой функция устроена так, что, прибли-
жаясь к этой точке по одному пути, мы будем иметь

в ро максимум (по сравнению со значениями в дру-

гих точках этого пути), а приближаясь по другому

пути
—

минимум; см. рис. 4.1. Для функций многих

переменных в аналогичной ситуации имеется гораздо

большее разнообразие возможностей.

') Оговоримся сразу же, что максимумы и минимумы обычно

подразумеваются локальными. — Прим. ред.
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Теперь заметим, что поверхность с уравнением
z = f(x,y) можно считать частью гладкого многооб-

разия М, на котором (х, у) образуют локальную си-

стему координат в окрестности точки (х0,у0, f(x0, г/о));
тогда / будет гладкой функцией на М, частные про-
изводные которой по локальным координатам обра-
щаются в нуль в точке (хо, г/о, Д*о> г/о)). Кроме того,

Рис. 4.1. Седловая точка.

геометрически наша ситуация соответствует вложе-

нию многообразия М в трехмерное пространство, при

котором функция f отождествляется с одной из ев-

клидовых координат, а именно с координатой г, при-
чем горизонтальная плоскость z — f(xo,yo) является

касательной плоскостью к М в точке (хо,уо, f{xo, г/о))-
Эти замечания подводят нас к более общей ситуа-

ции, которую мы сейчас и опишем.

Пусть М есть «-мерное гладкое многообразие, / —

гладкая функция на М. Рассмотрим координатную

окрестность U точки реМ; пусть ф: U—*V — соот-

ветствующая система локальных координат, отобра-
жающая U на открытую клетку V в n-мерном евкли-

довом пространстве. Значения первых частных про-
изводных функции /ф по координатам, имеющимся
в V, в точке ф(р) зависят, конечно, от выбора ло-

кальной системы координат и претерпевают линейное

преобразование при замене этой системы. Однако
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если в данной системе координат все частные произ-
водные обращаются в нуль в точке ф(р), то то же

самое будет иметь место для любой другой системы

координат.
Определение 4.4. Если в предыдущих обозна-

чениях все частные производные функции /qr1 по

координатам V обращаются в нуль в точке ф(р), то

мы будем называть р критической точкой функции /.
Только что сделанное замечание показывает, что

определение 4.4 не зависит от выбора системы коор-

динат в окрестности точки р.

Упражнения. 4.4. Если М — плоскость, а /—гладкая
функция на М, то все максимумы, минимумы и седловые точки

этой функции являются критическими точками.

4.5. Если функция f —та же, что и вначале этого параграфа,
но в качестве М теперь взят ее график — поверхность z=j(x, у),—
то все максимумы, минимумы и седловые точки на М являются

критическими точками функции f, если рассматривать ее как

функцию на этой поверхности.

Теперь мы дадим геометрическое описание крити-
ческих точек с помощью касательных гиперплоско-
стей. Оно обобщает вводные замечания о поверхности

в трехмерном пространстве, приведенные в начале

этого раздела.

Пусть М — гладкое многообразие размерности п,

a f — гладкая функция на М. По теореме 3.3 мы не

теряем общности, считая, что М задано как подмно-

гообразие в евклидовом пространстве Е. Пусть раз-

мерность Е равна N—1. Рассмотрим в ЛЛмерном
пространстве Е' множество точек (хьх2,... ,xN^i,xN),
где х = (хих2,.. ¦, *,v-i) есть точка из М, a xN = f(x).
Обозначая это множество через М', легко видеть

(используя упражнения 3.1), что AV — гладкое под-

многообразие пространства Е', которое на самом

деле диффеоморфно М: диффеоморфизм устанавли-
вает отображение, переводящее точку (хиХ2,... ,xN)
в точку (Х[,х2,.. .,xN-\). Мы добились того, что те-

перь у нас имеется гладкое подмногообразие М' в

Е', обладающее тем свойством, что заданная гладкая

функция f отождествляется на нем с евклидовой ко-

ординатой xN.
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Возьмем точку р' на ЛГ с координатами(л^,x°, ...

...,.ГдГ), и пусть [х\, х\,..., -v°v_,) — соответствую-

щая точка на М. Точка р имеет окрестность U в про-

странстве Е, такую, что M[\U совпадает с множе-

ством точек U, удовлетворяющих уравнениям, кото-

рые при подходящей нумерации координат принима-
ют вид

E) Xi = fi{xu х2 хп), / = /г+1, .... N— 1,

где fi — гладкие функции (см. теорему 3.1). Значит,
в окрестности точки р' многообразие М' совпадает
с множеством точек, удовлетворяющих уравнениям
E) и уравнению

Здесь Хи х-?, .. . , хп можно использовать как локаль-

ные координаты на М или ЛГ в окрестностях точек р
или р' соответственно. Уравнения касательного про-

странства к М' в точке р' имеют вид

(в) ':'
1

xN
—

rN =

/=i

Если теперь р
—

критическая точка функции f на

многообразии М, или, что то же самое, р' — крити-
ческая точка функции f на ЛГ, то последнее из урав-

нений F) принимает вид

Таким образом, G) является уравнением касатель-

ной гиперплоскости к многообразию ЛГ в точке р'.
Обратно, если G) задает касательную гиперпло-
скость к ЛГ в точке р'', то все коэффициенты правой
части последнего из уравнений F) равны нулю, так

что р' — критическая точка функции /.
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Все сказанное можно объединить в лемму (в ко-

торой мы сохранили предыдущие обозначения, из-

бавившись только от штрихов):

Лемма 4.2. Если М — гладкое многообразие, а

f — гладкая функция на нем, то М можно вложить

как подмногообразие в N-мерное пространство так,
чтобы значение функции f в каждой точке было рав-
но координате xN этой точки, и тогда точка р будет
критической для f в том и только том случае, когда

гиперплоскость xN = f(p) является касательной ги-

перплоскостью к М в точке р.

Конечно, возможен случай, когда функция f сна-

чала не задана. Нам может быть просто дано под-

многообразие М в УУ-мерном евклидовом простран-
стве. Тогда, если взять в качестве функции / коорди-
нату jcjv, то утверждение леммы 4.2 будет по-прежне-
му справедливым: критические точки / — это точки,

в которых существует касательная гиперплоскость
вида xN = const.

Пример 4.2. Пусть М — тор, вложенный как

подмногообразие в трехмерное евклидово простран-
ство способом, описанным в разд. 2.1. Из рис. 4.2
легко усмотреть, что имеется ровно четыре горизон-
тальных плоскости (т. е. плоскости вида z = const):
Hit H2, #з, ^4, которые являются касательными пло-

скостями к многообразию М в точках Pi, Р2, Рг, Ра
соответственно. Это соответствует тому факту, что

функция z на торе М имеет четыре критических точ-

ки Ри Р2, Р3, Р^

Упражнение 4.6. Проверьте последнее утверждение (тот
факт, что Р,- являются критическими точками функции г), выра-
зив г через локальные координаты в окрестностях этих точек.

Заметим, что в предыдущем примере критические
точки функции г — это точки, в которых локальными

координатами являются х и у, a z нельзя принять за

одну из локальных координат ни в какой из этих то-

чек. Но этого и следовало ожидать. Ведь для любой

окрестности, в которой г является одной из локаль-
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ных координат, dz/dz = 1, так что условие определе-
ния 4.4 критической точки выполнено быть не может.

С другой стороны, заметим, что Ри Р2, Рг, Р*~
это единственные точки, в которых z нельзя принять

за одну из локальных координат. Кроме того, если

С — сечение тора горизонтальной плоскостью z = с,

отличной от плоскостей Hlt Я2, Я3, Я4, то в окрест-
ности любой из своих точек С является множеством

Рис. 4.2. Четыре критические точки функции г на торе.

точек, удовлетворяющих уравнению z — с = О, в ко-

тором z, или z — с, — одна из локальных координат.

Следовательно, С является подмногообразием тора.
Теперь мы сформулируем только что описанные

свойства в общей ситуации — для произвольной глад-

кой функции на гладком многообразии.

Лемма 4.3. Пусть М — гладкое многообразие раз-
мерности п, a f — гладкая функция на М. Пусть р —

точка многообразия М, которая не является критиче-
ской для функции f. Тогда существует такая локаль-

ная система координат ф: U -» V, где V — открытая
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п-мерная клетка с координатами хи х2, ..., хп, что

fqr1 == Х\. Если же р
— критическая точка функции f,

то в ее окрестности локальной системы координат
с указанным свойством не существует.

Доказательство. Предположим, что р не

является критической точкой функции /. Пусть
<р': U'—*V — локальная система координат в окрест-
ности U' точки р. Обозначая через у\, у2, ..., уп коор-
динаты в V, запишем /ф'~' = g{y\,.. .,yn)- Тогда,
поскольку р не является критической точкой функ-
ции /, одна из частных производных, скажем dg/dyi,
будет отлична от нуля в точке ф'(р). Но в этом слу-
чае функции, определенные равенствами

Xi = iJi, i = 2, 3, . .
., п,

имеют ненулевой якобиан относительно переменных
г/ь ..., уп в точке <р'(р). Отсюда следует (см. опре-
деление 2.7), что существует такая локальная систе-

ма координат <р: U-+V, что хи *2, ¦¦•, хп — коорди-
наты в V и /ф = X], что и требовалось.

Обратно, если существует система координат
с указанным свойством, то <9(/"ф~')/c?Xi = 1 в точке

ф(р), и потому р не является критической точкой

функции f.

Следствие. Пусть в обозначениях леммы 4.3 Мс
есть множество точек, в которых функция f прини-
мает значение с. Если Мс не содержит критических
точек функции f, то оно является подмногообразием
в М. Его размерность равна dim M— 1.

Доказательство. Возьмем точку реА!с. Так
как р не является критической точкой функции /, по

лемме 4.3 можно найти такую локальную систему ко-

ординат <р: U —» V в окрестности точки р, что /<jr' =
= Х\. Поэтому множество (p(Aicfl?/) есть множество

точек из V, удовлетворяющих уравнению Х\ — с = 0.
А так как Х\

— с можно принять за одну из коорди-
нат в V, условие B) определения 3.1 выполнено. Тем
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самым Мс является подмногообразием размерности
dimM— 1.

По аналогии с леммой 4.2 последний результат
можно сформулировать в терминах вложения мно-

гообразия М в евклидово пространство. На этом

языке он будет означать, что каждое сечение М ги-

перплоскостью xN = const, не содержащее критиче-
ских точек функции xN, является подмногообразием
размерности dim М — 1 в М.

4.3. Невырожденные критические точки

Вернемся к примеру тора в трехмерном простран-
стве (пример 4.2). Если выразить функцию г в окре-

стности критической точки Pi на торе через коорди-
наты х и у, то это выражение будет иметь довольно

специальный вид. Тор, который, как и ранее, заме-

тается окружностью радиуса 1, лежащей на плоско-

сти (х, у) и с центром в точке B,0), при вращении
этой плоскости вокруг оси у, задается в трехмерном
пространстве уравнением

Рассматривая это уравнение как квадратное относи-
тельно z1, найдем из него z2. Получим следующее вы-

ражение:

(8) z2= 5 - х2 - у2 ± 4 A - ifI'.

Оно дает два значения для г2 в зависимости от того,

какой выбирается знак — плюс или минус. Для г, та-

ким образом, получается четыре значения. Для не-

больших значений хну они соответствуют локаль-

ным уравнениям тора М в окрестностях каждой из

четырех точек Pt. Чтобы получить, например, локаль-

ное уравнение в окрестности точки Р3, возьмем в вы-

ражении (8) знак минус и разложим правую часть

в степенной ряд.
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Разложение имеет вид

Затем, извлекая положительный квадратный корень
и разлагая в степенной ряд, получаем

Здесь все последующие члены уже имеют степень,

большую двух.

Рис. 4.3. Критический уровень функции г на торе. Первое

приближение к функции z в точке Рз равно 1 + -у (у2 — х~).

Таким образом, первое приближение для уравне-
ния многообразия М в окрестности точки Рг полу-
чается отбрасыванием высших степеней переменных

х а у. Оно имеет вид z=l+-^(y2— х2). Сечение

поверхности с таким уравнением плоскостью z = 1

представляет собой пару прямых у = dzx— это две
касательные в центре восьмерки, которую высекает

на этой плоскости тор. Важно заметить, что в пер-
вом приближении z — 1 записывается как квадра-
тичная форма от х и у, которая невырожденна, т. е.
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ее определитель не равен нулю. Этот определитель
есть

д2г д2г

дх2 дхду
д2г

дх ду ду2

где все производные берутся в точке Р%-
Проведенный разбор делает естественным следую-

щее определение:

Определение 4.5. Пусть f — гладкая функция
на «-мерном гладком многообразии М, и пусть р—
критическая точка f. Пусть U— координатная окре-
стность точки р, а ф: U—*V— локальная система ко-

ординат. Введем g = /qr1 — функцию от координат
хи х2, ..., хп в клетке V. Если определитель1)

d'g

dxi дх i
i, /= 1, 2, .. ., п,

отличен от нуля в точке <f(p), мы будем называть

критическую точку р невырожденной. Заметим, что

в этом случае ранг матрицы (d2g/dXidXj) равен раз-
мерности многообразия М.

Упражнения. 4.7. Проверьте, что определение 4.5 не за-

висит от выбора системы локальных координат в окрестности

точки р.

4.8. Докажите,что в примере 4.2 Рь Р2, Рз, Pi являются не-

вырожденными, критическими точками функции г на торе.

4.9. Возьмемтор М из примера 4.2 и рассмотрим у как функ-
цию на М. Проверьте, что плоскости у

= ±1 являются касатель-
ными плоскостями к М, причем каждая из них касается много-

образия М вдоль целой окружности. Тем самым все точки этих

двух окружностей будут критическими точками для функции у.

Покажите, что все эти точки являются вырожденными (т. е. не

являются невырожденными).
4.10. Можно заметить, что в упражнении 4.9 вырожденные

критические точки не являются изолированными. Однако это

вовсе не обязательно для вырожденных точек. Рассмотрим, на-

пример, функцию х3 + у3 на плоскости. Покажите, что @,0) —

изолированная критическая точка, которая, однако, является вы-

рожденной.

Он называется гессианом функции g.
— Прим. ред.
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4.11. Пусть f — гладкая функция от п переменных Хь х2, ...

,, хп, равная нулю при Х\ = х2 = ...
= хп = 0. Заметим, что

f(xv х2, ..., хп)= J -Jff(txi< tx?> •¦¦' txn)dt.

Выведите отсюда, что f = 2 xJi' где ^' — гладкие функции, для

которых ;",-@, 0, ..., 0) равно значению df/dxi при Xi = х2 = ...

...
= хп =0.

Покажите, что если, кроме того, все df/dxi обращаются
в нуль, когда все х-, равны нулю, то f = 2 xixjf{r где fl> —

гладкие функции, причем fij(O, 0, ..., 0) равно значению

d2f/dX;dx< При Л'[ = Х2 = . . .
= *п = 0.

Это упражнение означает, что для гладкой функции на мно-

гообразии f с критической точкой р и для локальной системы

координат ф:?/-»-У в окрестности точки р, у. которой ср(р) есть

точка @, 0, ..., 0), функция g = fqr1 является квадратичной
формой от координат х,- в V с переменными коэффициентами,
которые в точке ф(р) совпадают с d2g/dxidxj. Дело, очевидно,

упрощалось бы, если бы можно было построить локальную си-

стему координат, в которой функция / выражалась бы квадратич-
ной формой с постоянными коэффициентами. Следующее упраж-
нение показывает, что это можно сделать, если критическая точка

невырожденна.

4.12. Так же, как и в упражнении 4.11, пусть / — гладкая

функция от п переменных хи х2 хп,причем f и все df/dxi
равны нулю при д^ = Хг = ...

= хп = 0. Пусть начало коорди-
нат является невырожденной критической точкой. Запишем

/ — 2 xix/'"//• Покажите, что существует преобразование пе-

ременных

У<= 2 hii(x)xj,
где /f,j —гладкие функции и det(Л;j @)) ф 0, приводящее / к виду

с коэффициентами а, равными либо 1, либо —1.

(Начните с приведения 2 hixix! K диагональному виду

точно так же, как это делают для квадратичной формы с по-

стоянными коэффициентами. Для этого занумеруйте xt так, что-

бы /ц@) Ф 0, и исключите члены вида Х\Х{, полагая

У\
'

Затем надо продолжать по индукции. Проверьте, что коэффи-
циенты получившегося преобразования yt = 2 ^ij (*) хt удовле-
творяют требуемым условиям.)
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Следующая теорема непосредственно вытекает из

результатов приведенных выше упражнений:

Теорема 4.1. Пусть f — гладкая функция на глад-

ком многообразии М, и пусть р — невырожденная
критическая точка функции f на М. Тогда в окрест-
ности точки р существует такая локальная система

координат ф: U—*V, что функция fqr1 выражается
через координаты в V в виде 2 cty'j с с>< равными I

или —1. (Подразумевается, что (р(р) имеет коорди-
наты у\

= г/2 = .. . =уп — 0 и что f(p) — 0.)

Доказательство. Возьмем произвольную си-

стему локальных координат %: U'-*~V в окрестно-
сти точки р и предположим, что координаты Х\,

х2, ..., хп в V выбраны так, что %(р) есть точка

(О, 0, ...,0). Положим fx~l = g(X\,x2,.. ¦, Хп) и перей-
дем от переменных Xj к переменным у, из упражне-
ния 4.12. Якобианом функций у{ по переменным Xj бу-
дет определитель, значение которого в нуле совпадает

с det(A;j(O)) и потому отлично от нуля. Отсюда, как

мы видели при обсуждении определения 2.7, сле-

дует, что существует локальная система координат

ф: U —* V, для которой уг являются координатами в V,
и тогда в ней fff = 2 сЩ% каждое с,- может быть

равным 1 или —1.

Сигнатура формы 2 cty2., появляющейся в тео-

реме 4.1 (т. е. число положительных с,- минус число

отрицательных С;), является инвариантом относи-

тельно линейных преобразований переменных'). От-

сюда следует, что он зависит только от функции f и

') Прн переходе от одной локальной системы координат
к другой квадратичная форма, коэффициенты которой — вторые
производные в критической точке р, преобразуется так, как пре-
образуется квадратичная форма при линейном преобразовании
переменных, матрица коэффициентов которого совпадает с мат-

рицей Якоби замены координат в точке р. Поэтому инварианты
этой формы не зависят от используемых локальных координат
и могут быть связаны с самой р как с критической точкой функ-
ции /. (Это не зависит от невырожденности точки р и от тео-

ремы 4.1.) —Прим. ред.
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точки р. Но так как для невырожденной точки ранг

квадратичной формы 2 с{\)\ равен размерности мно-

гообразия М, число г отрицательных с* тоже зависит

только от точки р и функции f, но не от выбора си«

стемы координат.

Определение 4.6. Только что введенное число

г, связанное с невырожденной критической точкой
функции f, мы будем называть индексом критической
точки').

4.4. Усиление теоремы о вложении

В упражнениях 4.8 и 4.9 рассматривались две

функции у и z на торе, причем одна имела вырож-
денные критические точки, а другая

—

невырожден-
ные. Сейчас нам удобнее в упражнении 4.9 поменять

местами оси у и г. Таким образом, мы вкладываем

тор в трехмерное пространство двумя способами:
как поверхность

(х-° + if + г2 + ЗJ = 16 (х2 + z2)

и как поверхность

В обоих случаях координата z является гладкой
функцией на вложенном торе, причем в первом слу-
чае она имеет четыре невырожденные критические
точки (рис. 4.2), тогда как во втором случае у нее

имеется бесконечное множество вырожденных крити-

ческих точек (рис. 4.4). Рассматривая невырожден-
ные критические точки как более простые, мы будем
считать, что первое вложение «лучше» второго.

') Автор называет его типовым числом, но термин «индекс»

употребляется чаще. Вообще, следует иметь в виду, что термино-

логия здесь не вполне установилась. Так, индексом квадратичной
формы иногда называют число отрицательных слагаемых при ее

представлении в виде суммы квадратов, иногда сигнатуру, т. е.

разность между числом положительных и числом отрицательных
слагаемых, а иногда — меньшее из последних двух чисел. —

Прим. ред.
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На самом деле наличие вырожденных критиче-

ских точек является, в известном смысле, исключе-

нием: небольшое вычисление показывает, что стоит

лишь чуть-чуть повернуть поверхность, и функция г

будет иметь четыре невырожденные критические
точки.

Рис. 4.4. На «горизонтально» вложенном торе
имеются вырожденные критические точки

функции г; они образуют две окружности,
одна из которых (С) показана.

Рассмотренная ситуация является частным слу-
чаем следующей общей теоремы.

Теорема 4.2. Пусть М — компактное гладкое мно-

гообразие, край которого является несвязным объ-

единением М\\]М2. Тогда существует гладкое вложе-
ние f многообразия М в N-мерное евклидово простран-
ство со следующими свойствами:

A) f{M) целиком лежит во множестве тех х,
для которых 0 ^ x.v <: 1, a f{M{) и f(M2) — пересече-
ния f(M) с гиперплоскостями х±\ = 0 и Xn = 1 соот-
ветственно.

B) Функция Xjv на f(M) имеет лишь конечное

число критических точек; все они невырожденны и

лежат вне гиперплоскостей xN = 0 и xN=\. Можно
вдобавок добиться того, чтобы никаким двум точкам

не соответствовало одно значение xN.

Условие B) означает, в частности, что среди ги-

лерплоскостей х^—с имеется лишь конечное число
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касательных к f(M), причем каждая такая гиперпло-
скость соответствует в точности одной точке касания.

Конечно, можно сформулировать теорему и

по-другому. Функцию jcjv на f(M) можно перенести по-

средством отображения / на многообразие М, полу-
чив там гладкую функцию <р. Таким образом, тео-

рема утверждает, что на М можно найти гладкую

функцию ф, которая равна нулю на Mi и единице на

Мг. удовлетворяет неравенству 0<ф(р)<1 во всех

точках р, не лежащих на крае, и имеет лишь конеч-

ное число критических точек; все эти точки невы-

рожденны, соответствуют различным значениям ф и

не лежат ни в Ми ни в Мч.
Заметим, что если М — компактное гладкое мно-

гообразие без края, то справедливо аналогичное

утверждение, отличающееся только тем, что ничего

не говорится о крае.
Доказательство теоремы 4.2 довольно сложное, и

мы не будем приводить его здесь. Однако данная
здесь формулировка намекает на один из возможных

подходов к доказательству. Вспомним, что, как мы

уже видели, для данного многообразия М с краем
М\ U Л12 существует вложение в евклидово простран-
ство, удовлетворяющее условию A). Идея теперь со-

стоит в том, чтобы подправить это вложение / так,
чтобы и условие B) тоже выполнялось.

В качестве первого шага следует показать, что

отображение / можно приблизить отображением /',
для которого f'{M) является частью алгебраического
многообразия, т. е. частью множества нулей конеч-

ного числа полиномиальных уравнений от координат
jt|, x2, ..., xN евклидова пространства. Заметим, что

в приведенных выше примерах вложения тора в трех-

мерное пространство этот шаг уже пройден. Действи-
тельно, в каждом из случаев тор задавался как ал-

гебраическая поверхность.
Второй шаг доказательства

— показать, что можно

подправить координаты в .V-мерном пространстве так,
чтобы координата х.\ удовлетворяла условию B)
относительно f'(M). Идея — рассмотреть функцию
2 и,*,, где щ — вещественные числа. Оказывается,
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условие, состоящее в том, что эта функция должна

иметь бесконечное число критических точек или вы-

рожденные критические точки, налагает на и{ неко-

торые алгебраические уравнения. Поэтому выберем
значения щ, не удовлетворяющие этим уравнениям,
и сделаем замену координат, после которой 2 ui*i
станет N-k координатой. Тогда условие B) будет
выполнено').

§ 5. КРИТИЧЕСКИЕ И НЕКРИТИЧЕСКИЕ УРОВНИ

5.1. Определения и примеры

Предположим, что М — компактное гладкое мно-

гообразие с краем М0[)Ми которое вложено в евкли-

дово пространство так, что оно целиком лежит ме-

жду гиперплоскостями xN = 0 и xN
= \, а Мо я М\

суть пересечения М с этими гиперплоскостями. Сей-

час мы подробно изучим связь между различными
сечениями многообразия М гиперплоскостями Xn —

= const. Вместо этого можно было бы исследовать

множества уровней гладкой на М функции, не обра-
щаясь к евклидову пространству. Однако вложение

в евклидово пространство автоматически дает поня-

тие перпендикулярности, которое нам вскоре понадо-

бится.

Определение 5.1. Если сечение Мс многообра-
зия М гиперплоскостью xN = с содержит критиче-
скую точку функции jcjv, то мы будем называть Мс
критическим уровнем функции xN. В противном слу-
чае будем называть его некритическим уровнем
функции xN.

') Зато условие A) нарушится, так что после этого придется

еще раз «подправить» наше вложение. После того как читатель

изучит Милиора, ои сможет доказать теорему 4.2, пользуясь тео-

ремой Сарда вместо алгебраической аппроксимации, которая яв-

ляется хотя и более элементарной (ни слова о мере!), но зато

гораздо более громоздкой. — Прим. ред.
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В частности, в примере 4.2 функция z на торе
имеет четыре критических уровня, а именно сечення

плоскостями #i, Яг, Я3, На- Заметим, что в этом при-
мере каждый критический уровень Мс окружен со-

седними некритическими уровнями, причем соседние

уровни, лежащие выше Мс, гомеоморфны друг другу
так же, как и соседние уровни, лежащие ниже ~Ме.
Например (рис. 5.1), между гиперплоскостями Hi и Я2

Рис. 5.1. Критические и некрити-

ческие уровни функции г на торе.

все некритические уровни являются окружностями.
С другой стороны, при прохождении критического
уровня вид сечения изменяется. Некритические уров-
ни, расположенные вблизи плоскости Я2 и ниже нее,

отличаются от близких уровней, лежащих выше этой

плоскости. Основная цель этого параграфа — пока-

зать, что только что сделанные замечания справед-
ливы в общем случае, и точно выяснить, что проис-
ходит, когда мы совершаем переход с одной стороны
критического уровня на другую.
Мы будем проводить это исследование с помощью

семейства траекторий, ортогональных к сечениям Mv,
т. е. семейства кривых на М, которые имеют гладкие

параметрические уравнения и пересекают уровни Ма
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под прямым углом (за исключением критических то-

чекI). Это понятие можно проиллюстрировать на

следующем довольно простом примере.

Пусть М — двумерная сфера в трехмерном евкли-

довом пространстве. Функция z имеет две критические
точки — северный и южный полюс. Некритические
уровни функции г— это линии широты. Ортого-
нальные траектории этих уровней являются меридиа-
нами. Представим себе, что точки одного некритиче-
ского уровня скользят вдоль меридианов до тех пор,

пока не достигнут другого некритического уровня.
Тогда получится отображение одного уровня на дру-
гой. Кроме того, если Мс— некритический уровень,
то его окрестность можно представить как объедине-
ние дуг меридианов; поэтому она имеет вид Мс X Л
где / — интервал.

Как выяснится, аналогичная ситуация имеет ме-
сто в общем случае. Поэтому нам будет нужно изу-
чить поведение ортогональных траекторий вблизи

критических точек. Из приведенного примера уже
сейчас видно, что для критических точек перестает
быть верным тот факт, что через каждую точку про-

ходит ровно одна траектория.
В первую очередь надо построить в общем случае

семейство ортогональных траекторий. Мы сделаем
это, установив систему дифференциальных уравнений
для ортогональных траекторий и применив теорему
о существовании и единственности из теории диффе-
ренциальных уравнений.

Итак, начнем с окрестности U в Л^-мерном евкли-

довом пространстве, в которой М является множе-

ством точек, удовлетворяющих уравнениям вида

хп + \
— In + 1 V*i> Х2' •••> хп)>

XN —IN \xl> Х2> • •
•> хп)>

') В критической точке не определено, какое направление ор-
тогонально к Мс в этой точке—из рис. 5.1 видно, что критиче-
ский уровень может не быть многообразием. — Прим. ред.
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где fi — гладкие функции. Из леммы 4.3 следует, что
если U(]M не содержит ни одной критической точки

функции хл-, то саму д:^ можно принять за одну из

локальных координат в открытом множестве U(]M.
Отсюда следует, что после подходящей перенумера-
ции координат 1}[\М станет множеством точек, удов-
летворяющих уравнениям

A) Xi= fi(X\, Х2, ..., Хп-\, XN),
i = n, n+ 1, ..., N — 1.

Тогда множество Uf]Mc, если оно непусто, будет за-

даваться уравнениями A) и дополнительным урав-
нением XN = С.

Пусть p^UCiM. Обозначим через xt{p) значение

координаты xt в точке р. Таким образом, для уровня

Мс, проходящего через точку р, имеем с = х^(р).
Пусть Тр — касательное пространство к многообра-
зию М в точке р, а Т'р — касательное пространство
к Л1С в этой же точке. Тогда Тр и Т'р имеют размер-
ности п и п — 1 соответственно и Т'р cz Tp (упраж-
нение 4.3). Так как р не является критической точ-

кой функции хуг (множество U вообще не содержит

критических точек), пространство Тр не лежит в ги-

перплоскости Хх = с = xN(p). С другой стороны,
пространство Тр, очевидно, лежит в этой гиперплос-
кости, и потому направление в Тр, ортогональное
пространству Тр, не попадает в гиперплоскость xN =
= Хк{р). Таким образом, кривая в М, проходящая
через точку р и имеющая касательную, ортогональ-

ную пространству Т'„, должна была бы записывать-

ся параметрическими уравнениями вида

*i = Фг(*jv)» * = 1, 2, ..., N— 1,

так что касательная к ней будет иметь направление

с угловыми коэффициентами

B) (Ф;К).Фа К). .... ф'л,_,Ы. 1).

где у канадой производной надо взять значение в

точке р.
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Уравнения пространства Тр имеют вид

C) Xt-x,(p) = Yi
. / df \ .

(X v
— X ,,

где индекс р справа внизу означает, что значение

производной берется в точке р. А вот уравнения про-

странства V:
п -1 .

D) Xt- xt (p) = 2 \-щ) (** ~ Xi (p)).

Направление B) должно быть ортогонально прост-

ранству Тр, а это равносильно тому, что оно ортого-
нально множеству из п — 1 линейно независимых на-

правлений в пространстве Т'р. Множеством таких на-

правлений будет множество линейно независимых

решений уравнений D), которые рассматриваются
как линейные уравнения относительно х,—Xi(p).
Следующие п — 1 строк образуют множество линей-

но независимых решений:

I о 0 0№) (^М №^)О-

EH, 1,0 0,Н ,

хг Iр'

0,0,0 )xn-i/p

Таким образом, направление B) должно быть орто-

гонально этим векторам и, кроме того, удовлетворять

уравнениям C), если подставить числа B) вместо

Xi
— Xj(p) (последнее условие обеспечивает, что наше

направление лежит в пространстве Г,,).

Упражнение 5.1. Докажите, что полученная система ли-
нейных уравнений для B) имеет единственное решение, выра-
жающее d<fi/dx,x (i = 1. 2, ..., Л'—1) в виде функции, гладкой
на многообразии М, из которого исключены критические точки

функции Хя.
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Обратимся теперь к теореме из теории дифферен-
циальных уравнений (см. [1]), утверждающей, что у

системы дифференциальных уравнений типа той, ко-

торая только что у нас получилась и в которой
dcpi/dxti выражаются как гладкие функции, сущест-

вуют решения л:,- = (pt(xjv), t=l. •.., N—1; каж-

дое решение дает параметрическое представление не-

которой кривой на многообразии М. Из различных
решений получается семейство F кривых. Это семей-
ство обладает тем свойством, что через каждую не-

критическую точку на М проходит ровно одна кривая
из F. Из построения нашей системы дифференциаль-
ных уравнений видно, что семейство F есть требуемое
семейство ортогональных траекторий для уровней Мс.
Та же теорема о дифференциальных уравнениях дает

нам дополнительную информацию о том, как выгля-

дят уравнения кривых из семейства F в окрестности
точки на М, не содержащей критических точек функ-
ции xN; эти уравнения можно записать в виде

F) *,= Ф,(*?, А ...,*»_,, xN),

где координата х^ берется в качестве параметра на

кривой, х°, х\, ..., *°_! — локальные координаты точ-

ки, в которой рассматриваемая кривая пересекает
фиксированный уровень Мс, а функции фг являются

гладкими по всем своим аргументам 4).

>) Строго говоря, одной ссылки на известные теоремы из тео-

рии дифференциальных уравнений здесь мало. Эти теоремы от-

носятся к системам дифференциальных уравнений вида

dx,

-1f- = Gl{x1....,xN), ;=1 N.

правые части которых определены в некоторой области евкли-

дова пространства (х\, ..., хя). У нас же dxi/dxx выражаются
как некоторые гладкие функции на М\ {критические точки}.

Воспользуемся локальными координатами на М; пусть это

будут, скажем, х\ xn-i,xx.Тогда наши дифференциальные
уравнения имеют вид

<) > ihNl
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Упражнения. 5.2. Докажите, что уравнения F) можно

использовать для того, чтобы ввести новую систему локальных

координат в окрестности некритической точки функции xN, за-

давая точку ее параметром xN на соответствующей кривой се-

мейства F и координатами той точки, в которой эта кривая пере-
секает фиксироваиный уровень Мс.

Выведите отсюда, что если Мс — некритический уровень
функции xN, то у него есгь окрестность в М, диффеоморфная
произведению Мс X Л где / — открытый интервал значений функ-
ции Хх. Докажите, что аналогичный результат будет справедлив
для критического уровня, если исключить окрестность критиче-

ской точки ').
5.3. Выведите из предыдущего упражнения, что если Мс

и Мс — два последовательных критических уровня (т. е. таких,

что все уровни Мс, у которых С\ < с < с2, — некритические), то

часть многообразия М, заключенная между MCi и MCi, диффео-
морфна произведению Мс X Л где С\ < с < с2.

5.4. Выведите также из упражнения 5.2, что если между

двумя некритическими уровнями нет ни одного критического, то

эти уровни диффеоморфны.

где Gi — не произвольные, а вполне определенные функции, ко-

торые однозначно определяются из сказанного на стр. 93, хотя

мы и не получили для них явных выражений. Если из этих урав-
нений (*) оставить только первые п—1, то получится такая

система, как в теории дифференциальных уравнений. Используя
специфические свойства наших О,-, можно доказать, что если

x\(xn), ..., xn-\(xN')—решение этой системы, то функции

где fj — те же, что в A), будут удовлетворять остальным урав-
нениям (*). Мы приходим к такой ситуации: многообразие
М\{критические точки} покрыто координатными окрестностями,
в каждой из них через каждую точку проходит короткий кусок
ортогональной траектории. Теперь из этих коротких кусков надо
«склеить» «целые» ортогональные траектории. Это не сложно, но

требует времени и места (и напоминает продолжение решения
системы дифференциальных уравнений до границы области опре-
деления правых частей). При первом чтении, вероятно, лучше не
вникать в эти детали, которые, собственно, и не относятся
к дифференциальной топологии. Поэтому я ограничусь замеча-

нием, что удобно пользоваться другой параметризацией ортого-
нальных траекторий, при которой критические точки не выпадают

из области определения наших дифференциальных уравнений, но

являются положениями равновесия (соответствующие решения —

константы). См. [22], начало § 3. — Прим. ред.
') Точнее: если с — критический уровень, а (/ и V — две ма-

лые окрестности критической точки, причем U гэ V, то MC\U
имеет окрестность, диффеоморфную (Л*о\ V) XI- — Прим. ред.
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5.2. Окрестность критического уровня;
разбор одного примера

В предыдущем разделе мы показали, что когда
с возрастает от 0 до 1, сечение Мс не меняется до тех

пор, пока мы остаемся между двумя критическими
уровнями (диффеоморфные многообразия считаются

одинаковыми). Однако когда мы проходим критиче-
ский уровень, Мс изменяется, и наш следующий
шаг— изучить природу этого изменения.

Итак, пусть Мс — критический уровень функции
xN, и пусть Р — критическая точка на Мс. Как уже
отмечалось, ортогональные траектории из семейства F

ведут себя в окрестности любой точки уровня Мс,
отличной от Р, по существу так же, как и в окрест-
ности некритического уровня. Теперь очень важно

изучить их поведение в окрестности точки Р.

Мы начнем с анализа примера 4.2, в котором рас-

сматривалась функция г на торе М, вложенном в

трехмерное пространство; здесь мы уделим особое
внимание изучению окрестности критической точки

Pi. Мы уже видели (в разделе 4.2), что первым при-
ближением к тору в окрестности этой точки является

поверхность с уравнением z — 1 + у (у2 — х2). Это

можно уточнить с помощью теоремы 4.1, эквивалент-

ная формулировка которой для нашего случая вы-

глядит так: существует диффеоморфизм ср, который
окрестности точки Р3 на торе отображает на окрест-
ности точки @,0,0) на поверхности z = у2 — .г2

(множитель '/г убирается подходящим изменением

масштаба). Конечно, диффео?лорфизм ср не обязан пе-

реводить ортогональные траектории горизонтальных
сечений тора в ортогональные траектории горизонталь-
ных сечений поверхности z = if- — хг. С другой сторо-
ны, последние представляют собой более удобный
объект для изучения, и хорошо бы свести все дело

именно к ним; тогда мы будем иметь стандартное
описание окрестности любой седловой точки. Чтобы

сделать это, покажем, что ортогональные траектории
F к горизонтальным сечениям тора можно подпра-
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вить в окрестности точки Рз таким образом, чтобы

получилось новое семейство F' с аналогичными свой-

ствами 1), но уже такое, что отображение ф переводит
его часть, лежащую в окрестности точки Р3, в семей-

ство Fo траекторий, ортогональных к горизонтальным
сечениям поверхности г = у2— х2.

Мы используем совсем простой прием. Каждой
точке р на торе, которая близка к Ps, но не равна ей,

соответствуют два направления: одно из них — ка-

сательная к кривой семейства F, проходящей через
точку р, а другое

— касательная к кривой семейства
qr^Fo), проходящей через р. Обозначим эти направ-
ления через Aи /2, 1) и (Xi. >„2, 1) соответственно. Со-
поставим точке р направление

G) (g^+(l-g)lugX2 + (\-g)l2, 1),

g
— гладкая функция на торе, равная нулю вне

окрестности точки Р3 и единице внутри некоторой
меньшей окрестности. Построим новое семейство кри-
вых F', касательных к этому направлению. Заметим,
что по мере приближения к точке Рл направление
{7) постепенно изменяется от (U, /2, 1) до (Xi, л,2,1).
Поэтому семейство F' будет совпадать с F вне окрест-
ности точки Р3, а в меньшей окрестности оно будет
совпадать с семейством qr'C^o).

Как уже отмечалось раньше, это означает, что

можно исследовать окрестность Я3 на торе, используя

') Новые кривые уже не будут ортогональны к сечениям

тора горизонтальными плоскостями, но, во всяком случае, не бу-
дут их касаться и даже не будут образовывать с ними малых

углов; фактически легко добиться, чтобы не било углов, меньших,

скажем, 89°. (Это следует из того, что в достаточно малой окрест-

ности точки Р3 рассматриваемые ниже направления (/j, /2, 1) и

(/ч, Х2, 1) будут сколь угодно близки друг к другу. Действитель-
но, пусть р — близкая к Ръ точка тора с координатами (х, у, г),
и пусть р' — (х, </, if — *2). Направление (Хь Я2, 1) в точке р

—

это направление кривой ф~'(С), где С — кривая из семейства Fq,
проходящая через точку <$(р). Чем ближе р к Рз, тем слабее из-
меняет ф углы и направления, поэтому рассматриваемое направ-
ление близко к направлению кривой С в точке <f(p), а оно близко
к направлению в точке р' проходящей через нее кривой семей-
ства Fo; наконец, последнее направление близко к направлению
(/ь /г, 1) в точке р.) —Прим. ред.

4 Зак. 60
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подправленное семейство (почти) ортогональных тра-
екторий F', а отсюда следует, что окрестность точки

Рз можно изучать, рассматривая поверхность z
—

= у2— х2 в окрестности начала координат и исполь-

зуя кривые семейства Fo на этой поверхности.

5.3. Окрестность критического уровня;
общее обсуждение

Теперь мы реализуем в общем случае идеи, про-
иллюстрированные в предыдущем разделе на двумер-
ном примере. Точнее, мы сравним окрестность невы-

рожденной критической точки функции на данном

многообразии с некоторой окрестностью стандартной
критической точки (в примере она соответствует на-

чалу координат на поверхности z — у1 — х2).
Итак, пусть М — гладкое многообразие размер-

ности п, / — гладкая функция на М, а р— невырож-
денная критическая точка функции f. Прибавляя под-

ходящую константу, мы можем считать, что f (р) = 0.

Используем теорему 4.1 для того, чтобы ввести в ок-

рестности U точки р локальную систему координат
\|): U —*¦ V, в которой

(8) Д|Г'= 2 cty*t,
<=1

где iji
— евклидовы координаты в V, а каждое ct рав-

но ±1. Все ух равны нулю в точке г|з(р).
Наряду с этим рассмотрим в евклидовом про-

странстве размерности п-\-\ с координатами

(уи У2, • • ¦
> Уп, z) гиперповерхность Q, заданную урав-

нением

(9) z=S^?.

Множество V можно отождествить с окрестностью
начала координат на гиперплоскости z = 0. Пусть
V — окрестность на Q, которая проектируется на V.

Определим отображение <р: U—*V, переводя точку q
в точку с координатами (уи у2, ..., уп, z), где

ХУг, Уг, .
•.. Уп) —координаты точки 1|э(<7), а г опре-
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деляется из равенства (9). Теперь заметим, что зна-

чение функции /ф в точке (t/i,t/o, ..., yn,z) на Q
то же, что и у функции f^ в точке (г/ь уг, •••, У'п),
а именно 2 сгу?, и поэтому, согласно формуле (9),
оно совпадает со значением координаты z в этой

точке.

Таким образом, ср: U —> V является отображением
на открытое множество в Q, для которого fqr1 есть

функция z. Отсюда, в частности, следует, что подмно-

жества вида f = const в U переходят в сечения ги-

перповерхности Q гиперплоскостями z = const.

Предположим теперь, что многообразие М вложе-

но в А/-мерное евклидово пространство так, что функ-
ция f на М совпадает с xN (см. лемму 4.2), и пост-

роим, так же как в разд. 5.1, семейство F ортогональ-
ных траекторий к сечениям многообразия М гипер-
плоскостями Хх = const. Сейчас мы «подправим»

семейство F в окрестности точки р по аналогии с тем,

как мы делали это в разд. 5.2.

Итак, пусть Fo —семейство траекторий на гипер-
поверхности второго порядка, ортогональных к сече-

ниям гиперплоскостями z = с. Семейство Fo опреде-
лено во всех точках, кроме начала координат. Тогда,
обозначив через cp~l(Fo) прообраз этого семейства в

U, мы получаем, что через каждую точку q e ?/, от-

личную от р, проходит две кривых — одна из семей-

ства F, другая из cfr^Fo). Запишем направления ка-

сательных к этим прямым в виде векторов

(Ю) (hiq),Ш> ¦•¦' 1ц-Лй), 1).

A1) (Л,fo),М<7), •••> Ьц-Ля), 1)

соответственно. Заметим, что последнюю координату
действительно можно сделать равной 1, так как ни

одно из этих направлений не горизонтально.

Далее,_пусть Ui — другая окрестность точки р, та-

кая, что U\ с: U. Для простоты лучше взять в каче-

стве U\ клетку. Найдем гладкую функцию g на М,

которая равна 1 па Цг и нулю вне U (см. упражне-
ние 2.14). Теперь сопоставим каждой точке q e U
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направление, заданное вектором

A2) (#0/)А, (<?) + (!-?(<?))/,(<?), -..,

/,v-i(<?). 1)

Заметим, что это сопоставление можно продолжить

на все многообразие М, беря для каждой точки вне

U вектор (/ь U, .-., L\-i, 1). Наконец, чтобы найти
семейство кривых, касательные к которым в каждой
точке задаются формулой A2), надо решить систему

дифференциальных уравнении

W + V-s (Ф) h (я),

/ = 1, 2, .... Л'— 1.

Так как функции, стоящие в правой части этих

уравнений, являются гладкими во всех точках мно-

гообразия М, кроме критических точек функции дгЛ-,
мы можем применить цитированную выше теорему о

существовании (см, [1]), которая показывает, что на

многообразии М, из которого исключены критиче-
ские точки функции Л"Л-, существует семейство глад-

кик кривых ?' с соответствующими направлениями;

через каждую точку проходит ровно одна кривая.
Но вектор "A2) совпадает с A1) в окрестности Ь\ и

с A0) вне окрестности U; отсюда следует, что семей-
ство F' совпадает с qr1 (Fo) в L\ и с F вне U, что и

требовалось.

5.4, Окрестность критической точки

Как мы уже объясняли, в первую очередь надо
исследовать частный случай окрестности начала ко-

ординат на гиперповерхности (9). Тогда мы сможем

перенести информацию на многообразие М при по-

мощи отображения qr1, определенного в предыдущем
разделе. Большая часть рассуждений, необходимых
для получения основного результата этого раздела,

будет дана в виде серии упражнений.

Упражнения. 5-5. Пусть Н — гиперповерхность, задан-
ная уравнением г = }(уи </2. ..., уп) в (n-f 1)-мерном евкли-
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довом пространстве. Докажите, что ортогональные траектории
на // для сечений гиперплоскостями г = const проектируются на

ортогональные траектории семейства подмногообразий / = const
в я-мерном пространстве г = 0. (Нужно заметить, что касатель-
ные пространства к горизонтальным сечениям гиперповерхности И

проектируются в касательные пространства к множествам / =
— const и что прямые, ортогональные первым, проектируются в

прямые, ортогональные вторым.)
5.6. Работая теперь в я-мерном пространстве с координатами

у-,, уо, ..,, у„, рассмотрим семейство гиперповерхностей
f(/,'i, уг (,-,;)=conFt. Покажите, что ортогональные траекто-
рии этого семейства удовлетворяют дифференциальным уравне-
ниям

f\ fa ht

где fi = д}/ду{. Выведите отсюда, что для семейства гиперпо-

верхностей

A5) i'?+ i'2+ ••• +^-#r+i- •¦• -«? = const

ортогональные траектории определяются уравнениями

'Mi ~y'i<J2> ¦¦
¦' у'гУ\ = ад>

A6)

где г/,, у2, ..., у'п — константы. Именно эти уравнения опреде-

ляют ортогональную траекторию, проходящую через точку
t i ' i\
\Vv у2' •••> упу

Покажите, что через каждую точку (у[, у2, • •
•, f/n). отлич-

ную от @, 0, ..., 0), проходит ровно одна кривая семейства A6),
Далее, покажите, что гиперповерхность из семейства A5), про-«
ходящая через начало координат, представляет собой (п—1)«
мерный конус с ьершиной в начале координат; поэтому беспо-

лезно надеяться на выполнение условия ортогональности в этой

точке.

5.7. Заметим, что все уравнения A6), кроме последнего, ли-

лейны; на самом деле они линейно независимы, если оба числа

У] и Уг+i отличны от нуля. Таким образом, в случае yt ф 0,

yr+i Ф
0 уравнения A6) определяют гиперболу. Но условие

на г/| и уг+\ зависит от произвола в нумерации координат уи

Преобразуя уравнения ортогональных траекторий, покажите, что

если одно из у\, у2, ••¦> у'г отлично от нуля и одно из y'r+)t



102 А.УОЛЛЕС

!/r+Z' ¦¦¦> Уп отлично от нуля, то траектория, проходящая через

точку (г/,, у2, ..., y'^j, представляет собой гиперболу.

5.8. В дополнение к предыдущему упражнению покажите,

что если у одной из траекторий у'=0 в какой-нибудь точке,

то yi
= 0 вдоль всей траектории. (Выведите это непосредственно

из дифференциальных уравнений.) Используйте это для доказа-
тельства того, что траектория, проходящая через точку, у ко-

торой !/]=</2= ¦¦¦ =i/r
= 0> является лучом, исходящим из

начала координат. Получите такой же результат для траектории,

проходящей через точку с yr+i = yr+2
—

¦¦¦
= Уп~®- По-

кажите, кроме того, что если мы будем рассматривать ортого-
нальные траектории только для гиперповерхностей семейства A5)
с —1 ^ с ^ 1, то множество траекторий, лежащих в линейном

пространстве У\ = у2 = ...
= {/.• = 0, образует (п — г) -мерную

клетку Еп~г, граница которой есть сфера S"-'-', высекаемая

в этом пространстве гиперповерхностью A5) с с = —1, в то

время как траектории, лежащие в пространстве уг+\ =...==

=
уп
= 0, образуют r-мерную клетку Ег, граница которой яв-

ляется сферой Sr~\ высекаемой гиперповерхностью A5) с с = 1.

Заметим, что клетки Ег и Еп~г имеют единственную общую
точку — начало координат.

Прежде чем продолжать изучение общей ситуа-
ции, полезно разобрать более подробно пример с

п = 3. Для удобства изменив обозначения, рассмот-
рим семейство поверхностей

х2 — у2 — z2 = с,

где —1 ^с^ 1. Заметим, что если положить с рав-

ным —1 и 1, то получатся соответственно однополо-
Стный и двуполостный гиперболоид, причем двуполо-
стный гиперболоид окажется внутри однополостного

(см. рис. 5.2).
Как мы уже показали выше, ортогональные траек-

тории этого семейства поверхностей представляют со-

бой дуги гипербол, за исключением прямолинейных
отрезков, образующих две клетки Е1 и ?2, описанные

в упражнении 5.8. На рис. 5.2 границы этих клеток

обозначены через 5° и S1 соответственно.

Рассмотрим теперь траектории, которые начи-
наются в окрестности множества S0 и кончаются в

окрестности множества S1. В данном случае окрест-
ность множества S0 представляет собой объединение



§ 5. КРИТИЧЕСКИЕ И НЕКРИТИЧЕСКИЕ УРОВНИ 103

двух кругов, а окрестность множества S1 — полосу,
опоясывающую однополостный гиперболоид. Первую
окрестность можно представить как S°y^E2, а вто-

рую
— как S1 X Е\ Кроме того, интуитивно ясно, что

если правильно подобрать размеры этих окрестно-
стей, то множество тех ортогональных траекторий,

которые начинаются в первой окрестности, совпадает
с множеством тех, которые кончаются во второй, а

Р и с. 5.2. Ортогональная траектория Т, проходящая возле S",
проходит возле S1.

объединение всех этих траекторий, вместе с клетками

Е1 и Е2, образует трехмерную клетку Е3. Граница
этой клетки является сферой и разлагается в объеди-
нение трех множеств, как это показано на рис. 5.3.

Первые два множества — это S°X?2 и S'X^1 (ок-
рестности множеств S0 и S1 на двух гиперболоидах),
а третье состоит из ортогональных траекторий, соеди-

няющих точки на границах окрестностей S0 X Ег и

Ei X S1 (каждая из этих границ является произве-

дением S0X5'). Таким образом, третье множество

представляется как (S0 X S1) X /. где / — интервал.
Цель следующей серии упражнений — обобщить

только что разобранный частный случай.



-(S° x 5*)x /

Рис. 5.3. S2 разлагается на З множества; обозна-
чения те же, что и на рис. 5.2.
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Упражнения. 5.9. Пусть Sn~l—сфера, заданная уравне-
нием

х'\ + х\ + ... +х2п=1
в «-мерном пространстве. Пусть Sr~' есть (г—1)-.мерная сфера,
лежащая на S"~l и заданная уравнениями

*? + .*!>+ ... +х2г=и
•Kr+i — xr + t = ••• —хп—0,

a S"~r~' есть (п — г—1)-мерная сфера на S4~x с уравнениями

Xi
=

х.,
=

... = хт = 0,

Проверьте, что любую точку р на Sr~[ можно соединить с любой

точкой q на S""' единственной дугой большого круга, состав-
ляющей четвертую часть окружности. Другими словами, лучи,
направленные из центра сферы S"~l к точкам р и q, образуют
угол я/2. Покажите, кроме того, что две такие дуги pq и p'q' не

имеют общих точек, если р.ф р' и q ф q'\ если же либо р
— р\

либо q = q', го общими будут лишь концевые точки.

5.10. Фиксируем точку р на S7 и для каждой точки q на

S»-f—I обозначим через <?i середину той дуги pq большого круга,

о которой говорилось в упражнении 5.9. Покажите, что если точ-
ка р фиксирована, a q пробегает всю сферу S"-'-', то объедине-
ние дуг pq\ образует (п — г)-мерную клетку. Выведите отсюда,

что множество точек сферы Sn~l, удаленных от Sr~' на угловое
расстояние =^я/4, представляется в виде Sr~l X Еп~т, где Е"~г

есть (п — г)-мерная клетка.

5.11. Выведитеиз предыдущего упражнения, что Sn~l можно

представить как объединение множеств Sr~lXEn~r и ErXS"~r~l-
Заметим, что эти множества имеют в Sn~l общую границу,
а именно S'-1 X S"-'-1. Все это можно выразить по-другому,

сказав, что сфера S"-' является объединением пространств
Sr-' ХЕп~г и ?'X-S"-'-', в котором каждая точка (р, q) из

Sr-{ X Sn~'-{ = Sr~l X (граница Еп~т) отождествляется с точ-

кой (p,q) из S'-1 X5"-'-1 = (граница Ет) XSn~T~l.
5.12. Упредыдущего упражнения имеется другой вариант. На

этот раз надо показать, что сфера Sn~l разлагается в объедине-
ние трех множеств Л, В, С, где А является множеством точек,

удаленных на угловое расстояние =^я/6 от Sr~l, и представ-

ляется в виде Sr-' X Е"-г, В является множеством точек, уда-
ленных на угловое расстояние ^я/6 от S"~r-', и представляется

в виде Ет X S"~r~l, а С есть множество точек, удаленных на

угловое расстояние 5= л/6 от Sr-' и на расстояние 5= л/6 от
Jn-r-i. оно предстапляется в виде Sr~l X Sn~r-1 X Л где / —

интервал (например, интервал @; 1)). В этом разложении точка

{р, <?)еД с q s S"~r-' = граница ?"~г отождествляется с точ-

кой (р, q, 1) в С, а точка '(р, q) е В с р
= Sr~x = граница В'

отождествляется с точкой (р, <;, 0) в С.
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Отметим, что такое разложение сферы S"~' соответствует

описанному выше разложению сферы S2 (рис. 5.3); однако S2

в том примере появлялась не как поверхность единичного шара,

а как .множество, связанное с семейством поверхностей второго
порядка. Сейчас мы воспроизведем эту ситуацию в общем слу-
чае.

5.13. Рассмотрим в л-мерном пространстве семейство гипер-
поверхностей второго порядка

A7) x\+ xl+ ¦¦¦ +x2r-x2r+l- ... -xl = c,

где —1 < с < 1.

Заметим, чго сферы ST~} и S"~r~l из упражнения 5.9 лежат
на гиперповерхностях этого семейства с параметрами с = 1 и
с = —1 соответственно. Проверьте, что луч, направленный из на-

чала координат в любую точку на каждой из сфер Sr~', S"~r~l,
образует угол ^л/4 с любой прямой на конусе

х\+ ... +.vr2-^+1- ... -4 = 0.

Отсюда следует, что множества Л и В из упражнения 5.12 гомео-

морфно проектируются из начала координат на некоторые куски

гиперповерхностей A7) с параметрами с = 1 и с = —-1 соответ-
ственно. Обозначим это проектирование через я. Пусть р и q —

две точки на границах множеств А я В соответственно, соединен-

ные одной из тех дуг большого круга, объединение которых дает

множество С. Обозначив эту дугу через <х, проверьте, что точки

л(р) и л(д) лежат на одной гиперболической дуге р\ которая
является одной из ортогональных траекторий семейства A7), и

что а проектируется из начала координат в дугу |3.
Таким образом, существует гомеоморфный образ сферы от-

носительно проектирования я, который является объединением

грех множеств я(Л), я(В), я(С), причем л(А) и я(В) лежат на

двух гиперповерхностях семейства A7) с параметрами с=1 и

с = —1 соответственно, а я (С) есть объединение дуг ортогональ-
ных траекторий семейства A7).

5.14. Выведитеиз двух последних упражнений, что на л-мер-

ной клетке Еп (с границей n(Sn~')) существует такая гладкая

функция /, что { = 0 на п{А), / = 1 на я(В) и f — t на под-
множестве aji'-'xS'-'-'xW) из (С)E15мХ')

5.5. Окрестность критического уровня; итоги

Все результаты, необходимые для описания окре-

стности критического уровня гладкой функции, к на-

стоящему моменту уже получены, и в этом разделе
мы просто соберем их вместе.

Теорема 5.1. Пусть М — гладкое многообразие

размерности п, {— гладкая функция на М, и пусть
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в обозначениях определения 5.1 Мс — критический
уровень функции f, на котором лежит одна невыро-
жденная критическая точка Р. Пусть Ма и Мь— некри-
тические уровни функции f, причем а < с < b и

Мс — единственный критический уровень между а и

Ь. Тогда точка Р имеет окрестность Еп в М, которая
является п-мерной клеткой и граница S"-1 которой
есть объединение трех множеств А, В, С1). Множе-
ство А лежит на уровне Ма и диффеоморфно произ-
ведению Sr~lyCEn-r {для некоторого г); В лежит на

уровне Мь и диффеоморфно Er X S"~r~l; наконец, С

заключено между уровнями Ма и Мь и может быть

представлено как Sr~i- X 5"~г-1 X I- При этом каждая
точка (p,q)^A, где р <= Sr~l и q eS»"'-' = граница

Еп~г, отождествляется с точкой (р, q, 0) на С, а

каждая точка (р, q) на В, где р е Sr~l = граница Ег
и q^Sn~r~\ отождествляется с точкой (p,q,l) на С.

Кроме того, если мы выкинем клетку Еп из части

М, заключенной между Ма и Мь, то оставшееся мно-

жество м.ожно представить в виде (Ма \ А) X Л г&е

(Л1о\Л)Х{0} отождествляется с Ма\А, а

(Ма\А)Х{\}-с (Ма\В).

Доказательство. Из упражнения 5.4 следует,
что достаточно доказать теорему 5.1 для значений а

и Ь, близких к с; насколько близких — это мы выяс-

ним в ходе доказательства.

Начнем с того, что возьмем окрестность U точки

Р, такую, как в разд. 5.3, л построим «подправлен-
ное» семейство F' (почти) ортогональных траектории
для многообразий уровня функции f. Вспомним, что

в меньшей окрестности V точки Р эти траектории
совпадают с траекториями семейства qr^Fo), где

Ф
— отображение, определенное в разд. 5.3, a Fo—•

семейство ортогональных траекторий, построенное
для горизонтальных сечений гиперповерхности в

(п + 1)-мерном пространстве, заданной уравнением

1) S"-'—не падкое многообразие, хотя А, В, С гладкие;
см. рис. 5.2. — Прим. ред.
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в котором все с,- равны ±1. Согласно упражнению

5.5, при проектировании на пространство z = 0 се-

мейство Fq переходит в ортогональные траектории се-

мейства

2 ?,#? = <:.

Изменяя, если это необходимо, масштаб координат
у„ мы можем считать, что клетка Еп из упражне-
ния 5.14 лежит в образе окрестности U' при отобра-
жении ф. Обозначим через Еп прообраз этой клетки

в М. Это и есть искомая клетка, существование ко-

торой утверждает теорема 5.1, если только некрити-
ческие уровни Ма и Мь подобраны так, чтобы их

части, лежащие в U', попадали при отображении ф
на гиперповерхности семейства A8) с параметрами
с = —1 и с = 1 соответственно.

Действительно, перенося на М свойства, описан-

ные в упражнении 5.13, мы видим, что граница
клетки Еп удовлетворяет всем требованиям нашей
теоремы.

Чтобы проверить, что часть многообразия М, за-

ключенная между Ма и Мь, после исключения клетки

Еп допускает представление в виде (Л4в\Л) X/.
нужно воспользоваться дугами семейства F', которые
начинаются в Ма \ А (и согласно предыдущему, кон-

чаются- вМь\В). Это завершает доказательство

теоремы.
Дальнейшую информацию для более точного опи-

сания можно извлечь из упражнения 5.9; из результа-
тов этого упражнения следует, что существуют сфера
S'-f на Ма и сфера Sn-r-1 на Мь, такие, что все кри-
вые семейства F', выходящие из Ма \ Sr~4, приходят
в Мь\ Sn~r~\ (и наоборот), в то время как кривые
семейства F', проходящие через S'-' или Sn~r~\ все

оканчиваются в точке Р. Таким образом, Ж содержит
две клетки Ег и Еп"г, края которых лежат на Ма и

Мь соответственно и которые пересекаются в един-

ственной точке — точке Р.

Наконец отметим, что Sr-1 имеет в Ма окрестность
вида 5'-1 X En~r, a S"-'"-1 — окрестность в Мь вида

Sn-r-l X Е\
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§ 6. СФЕРИЧЕСКИЕ ПЕРЕСТРОЙКИ

6.1. Введение
В этом параграфе мы рассмотрим изложенный в

предыдущем параграфе материал с другой точки зре-
ния. Отправным пунктом предыдущего параграфа
было компактное гладкое многообразие М с краем
Л1о U М^ На М была задана гладкая функция f, или,
что равносильно, было задано вложение многообра-
зия М в евклидово пространство, и мы изучали окрест-
ности критических и некритических уровней. Здесь же

мы сконцентрируем наше внимание на том, как ме-

няются многообразия уровней функции f, начиная с

Мо и кончая М\.
В разделе 5.1 мы видели, что если с в своем из-

менении не проходит критического уровня, то мно-

гообразие Мс топологически не меняется. Поэтому,
переходя от Мс к М4 при помощи семейства уровнен

функции f, мы совершаем лишь конечное число опе-

раций, каждая из которых соответствует данному

критическому уровню. Одна такая операция преоб-

разует уровень Ма, лежащий непосредственно под

критическим, в уровень Мо, расположенный непосред-
С1ВСШЮ над этим критическим. Всякий раз она со-

стоит в том, что мы выкидываем окрестность сферы,
лежащей в Ма (окрестность Л в обозначениях теоре-
мы 5.1) и заменяем ее окрестностью сферы другой
размерности (окрестностью В в тех же обозначе-

ниях). Исследование таких операций является основ-

ной целью настоящей главы.

6.2. Прямое вложение

Мы введем определения, которые, как уже отме-

чалось, полностью основываются на результатах,

сформулированных в теореме 5.1; однако нам придет-
ся изменить обозначения. Рассматриваемое здесь

многообразие М соответствует некритическому уров-
ню функции f в теореме 5.1.

Итак, пусть М есть n-мерное гладкое многообра-
зие, и пусть N — подмногообразие размерности г.

Возьмем точку р на N и выберем локальную систему
координат в окрестности этой точки, удовлетворяю-
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щую условиям определения 3.1. Предположим, что

соответствующая координатная окрестность U (точ-
нее, ее образ в евклидовом пространстве) опреде-
лена неравенствами \xi\ ^ б (г'= 1, 2, ..., га); тогда U

можно считать топологическим произведением V X F,
где V = U П N — окрестность точки р ъ N, a F —

окрестность начала координат в (га — г)-мерном евкли-

довом пространстве с координатами xr+i, хг+2, ...

..., хп, задаваемая неравенствами |л:;[-Сб, t =

= г+ 1, ...,
п.

Множества вида {q} X F с: V X F представляют со-

бой (га — г)-мерные клетки, каждая из
'

которых пе-

ресекает многообразие N ровно в одной точке. По-

этому можно представлять себе U как объединение
слоев, каждый из которых является (п — г)-мерной
клеткой и пересекает многообразие N в одной точке.

Объединение координатных окрестностей только что

описанного типа мы будем называть трубчатой ок-

рестностью подмногообразия N в М '). Можно по-

казать (однако здесь нам это не понадобится), что

трубчатую окрестность в целом можно представить
как объединение (п — г)-мерных клеток, каждая из

которых пересекает подмногообразие N в одной точ-

ке; другими словами, можно добиться того, чтобы
слои в пересекающихся координатных окрестностях
совпадали на пересечениях. Здесь нам особенно ва-

жен один случай —тот, в котором трубчатая окрест-
ность N диффеоморфна произведению N~)^F, где F

есть (п — г)-мерная клетка.

Определение 6.1. При выполнении этого ус-

ловия мы будем говорить, что многообразие N пря-
мо вложено в М 2).

') Это довольно небрежная формулировка; точная формули-
ровка, имеется в [17], стр. 105. Она сводится к некоторому уточ-
нению того, о чем говорит Уоллес в следующей фразе.— Прим. ред.

2) Кроме данной книги, я нигде не встречал такой термино-

логии. Читатель, проработавший книгу Милнора, поймет, что

интересующее нас свойство означает, что N допускает оснащение

в М (см. § 7), а также что N имеет тривиальное (т. е. сводя-

щееся к прямому произведению) нормальное расслоение (см. зада-

чу 11). Так обычно и говорят, но ввиду элементарности книги Уол-

леса он вынужден был изобрести название попроще.
— Прим. ред.
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Примеры. 6.1. Пусть N — окружность х2 -f-
-(- уг = 1, 2 = 0 в трехмерном евклидовом простран-
стве, а М — само трехмерное пространство. Окруж-
ность TV, конечно, является подмногообразием в М.

Пусть В — сплошной тор, средняя линия которого
есть TV (см. рис. 6.1). Пусть F — часть сечения тора
В плоскостью у

= 0, расположенная в полупростран-
стве х > 0. Множество F представляет собой круг,

Рис. 6.1. Трубчатая окрестность окружности S' в Е3 как

пря.мое произведение.

т. е. двумерную клетку. Теперь возьмем произволь-

ную точку /)ёВ и проведем плоскость через точку р
и ось z. Эта плоскость образует некоторый угол 0
с плоскостью (х, z). Его, конечно, можно принять за

координату на N. Проведем через точку р окруж-
ность С, параллельную плоскости (х, у), и пусть
q e F — точка, в которой С пересекает круг F. Не-
трудно видеть, что так получается представление
тора в виде произведения N Х_ F: точке р соответ-

ствует пара (9, q). Следовательно, N прямо вложе-

но в М,
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6.2. Теперь мы приведем пример непрямо вложен-
ного многообразия. Пусть М — проективная плос-
кость (пример 2.6). Мы видели, что это пространство
можно представить как полусферу, у которой отож-

дествляются противоположные точки края. В каче-

стве TV возьмем окружность, полученную склеиванием

концов некоторой большой полуокружности на полу-

сфере. Легко видеть, что N является подмногообра-
зием в М.

Трубчатую окрестность В для N в М мы построим
сначала на полусфере,, где она будет полосой, сред-
няя линия которой совпадает с /V. Очевидно, В мож-

но представить как объединение слоев, которые яв-

ляются одномерными клетками и пересекают N: слоя-

ми являются дуги окружностей на полусфере, пересе-
кающие N под прямым углом. Однако отождествление

противоположных точек на границе означает, что для

получения окрестности В мы перед склеиванием дол-

жны повернуть концы полосы друг относительно друга

на полоборота. Поэтому В является листом Мёбиуса.
Можно показать, что он не гомеоморфен произведе-
нию N XF, где F— одномерная клетка. Поэтому вло-

жение N в М не является прямым.

Последний пример иллюстрирует явление, которое

заслуживает дальнейшего изучения и приводит к

важному различию между двумя типами многообра-
зий. Существование непрямого вложения (как в при-

мере 6.2) означает, что когда мы, двигаясь вдоль

окружности, возвращаемся в исходную точку, много-

образие каким-то образом перекручивается. Так,

окрестность окружности в примере 6.2 — это закру-
ченная полоса. Такого закручивания не происходит,
если каждая окружность на многообразии является

прямо вложенной окружностью.

Определение 6,2. Пусть М — гладкое много-

образие. Если каждая окружность, лежащая как

подмногообразие в М, является прямо вложенным

подмногообразием, то мы будем говорить, что мно-

гообразие М ориентируемо. В противном случае бу-
дем говорить, что М неориентируемо.
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Это определение эквивалентно другим, чаще

встречающимся в литературе1); однако оно больше

подходит для наших целей, так как мы будем ис-

пользовать понятие именно в таком виде.

Пример 6.3. Сфера ориентируема, а проектив-
ная плоскость — нет.

В параграфе 7 мы дадим полную классификацию
двумерных компактных многообразий. А именно,

каждое такое многообразие гомеоморфно либо сфере
с некоторым числом р ручек, либо сфере с некото-

рым числом k дырок, в каждой из которых отождест-

влены диаметрально противоположные точки краев.

Пример первого типа дает тор, для которого р = 1,
а пример второго типа — проективная плоскость, для

которой k = 1. Многообразия первого типа ори-
ентируемы, а второго

—

неориентируемы. Второе

') См. Милиор, стр. 211—212; эквивалентность япствует из

сказанного в сноске на стр. 246.

Для дальнейшего полезно иметь представление также о свя-

занной с этим понятием ориентации. Точное определение для об-

щего случая см. у Милнора, стр. 211; мы ограничимся наглядным
описанием для двух частных случаев

— окружности н двумер-

ного многообразия. Задать ориентацию на окружности
— это зна*

чит принять одно из двух направлений обхода по ней за положи-

тельное. Задать ориентацию двумерного многообразия — это

значит указать правило, которое для каждого маленького кру
жочка (лежащего на многообразии) устанавливает, какое на-

правление вращения на ограничивающей его окружности счи-

тается положительным, причем требуется, чтобы при непрерывном
перемещении кружочка по многообразию направление вращения
не менялось.

Ориентируемое многообразие — это такое многообразие, на

котором можно задать ориентацию. Если в непересекающихся

окрестностях Ua и L/ь двух разных точек а и Ъ многообразия М
мы задали какие-то ориентации, то в том случае, когда М ориен-
тируемо, имеют смысл высказывания: «эти двг ориентации совпа-
дают», «эти две ориентации противоположны». Когда же М не-

ориентируемо, эти высказывания не имеют смысла: если с целью
сравнения ориентации мы будем «передвигать» b к а, «тяня»

вслед за b ее окрестность вместе с введенной там ориентацией,
пока эта .окрестность не пересечется с Ua (тогда ориентации
можно будет сравнивать непосредственно), то результат будет
зависеть от пути, по которому будет двигаться Ь. — Прим. ред.
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утверждение доказать легко, так как дуга на сфере
с k дырками, соединяющая диаметрально противопо-
ложные точки края одной из дырок, после отождествле-

ния превращается в непрямо вложенную окружность.
Чтобы показать, что сфера с р ручками ориентируе-
ма, реализуем ее как поверхность в трехмерном про-
странстве (см. рисунки в параграфе 7), возьмем на

ней окружность S, вложенную как подмногообразие,
и рассмотрим трубчатую окрестность В этой окруж-
ности. Фиксируем на 5 какое-нибудь из двух направ-
лений и выпустим из каждой точки S касательную
прямую, отметив на ней это направление. Затем возь-
мем касательную к поверхности в точке р, которая

перпендикулярна к S, и отметим на ней направление
так, чтобы эта прямая вместе с направленной каса-

тельной и внешней нормалью к поверхности давала

правостороннюю систему координат. Это определяет
в каждой точке р е S положительное направление
на перпендикуляре к S в В и тем самым превращает
В в произведение S X /•

Можно показать (но здесь мы этого делать не бу-
дем), что определение ориентируемости допускает
формулировку в терминах локальных систем коор-
динат. Точнее, многообразие М ориентируемо тогда
и только тогда, когда существует такое его покрытие

координатными окрестностями, что для любых двух

пересекающихся окрестностей якобиан соответствую-
щего преобразования координат положителен.

Упражнение 6.1. Покажите, что шесть координатных

окрестностей на S2 в примере 2.6 удовлетворяют приведенному

выше условию, если координаты в каждой из этих окрестностей
брать в должном порядке.

6.3. Определение перестроек

Сейчас мы определим понятие сферической пере-
стройки. Пусть М есть n-мерное гладкое многообра-
зие, и предположим, что Sr — некоторая г-мерная

сфера, которая является прямо вложенным подмно-

гообразием в М. Для краткости мы будем называть

ее прямо вложенной сферой. Таким образом, Sr
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имеет в М окрестность В, диффеоморфную произведе-
нию SrX ¦?""''» где Еп~т есть (п — г)-мерная клетка.

Тогда граница В есть многообразие Sr X Sn-r~l, по-

этому, выкидывая из М внутренность В, мы полу-
чаем многообразие с краем, причем край является

произведением SrXSn~r~l. С другой стороны, 5ГХ

X Sn~r~l является также краем многообразия
E'+l~X.Sn-r~l. Значит, можно составить объединение

iW\IntB и ?'+' X S"-r-1, отождествив края, как

объяснялось в разд. 2.7, причем это можно сделать

так, чтобы в результате получилось гладкое многоо^

разие М'.

Определение 6.3. Мы будем говорить, что М'

получается из М сферической перестройкой типа г

(г — это размерность сферы, окрестность которой
удаляется из М) 1).

Примеры. 6.4. Пусть М — двумерная сфера.
Рассмотрим нульмерную сферу SocM (рис. 6.2).
Она имеет окрестность, состоящую из двух непересе-
кающихся кругов. Эту окрестность можно предста-
вить в виде S°y(E2, так что вложение 5° в М прямое.
Обозначим ее через В. Тогда М \ Int В представляет
собой сферу с двумя дырками. El X S1 есть цилиндр,
и если подклеить его края к окружностям, образован-
ным краями дырок, то мы получим сферу с одной
ручкой, то есть просто тор. Таким образом, тор по-

лучается из двумерной сферы сферической перестрой-
кой типа 0.

6.5. Чтобы получить другой пример сферической
перестройки, рассмотрим обратную операцию: пусть
М —тор, a S1 — окружность, изображенная на

рис. 6.3. S1 имеет окрестность в М вида S1 X Е1 — это

опоясывающая тор полоса. После удаления внутрен-
ности этой полосы то, что осталось, имеет границу

.S'X-S0. Такую же границу имеет пара непересекаю-
щихся кругов Ег X 5°, и если подклеить их по этой

границе, то получится сфера М'. Таким образом,

1) Сферические
¦

ресгройки называют также перестройками
Aiopca. — Прим. ред.
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сфера получается из тора сферической перестройкой
типа 1.

Приведенные выше примеры перестраивания сфе-
ры в тор, а затем обратно в сферу иллюстрируют со-

Р и с. 6,2. Тор получается из сферы с помощью сфе-
рической перестройки.

вершенно общую ситуацию: если М' получается из

М сферической перестройкой, то М тоже можно по-

лучить из М' г<Ьерической перестройкой. Действи-
тельно, предпол( шм, что М' получится из М, если



Рис. 6.3. Сфера (внизу) получается из тора
(наверху) с помощью сферической пере-
стройки. Сфера имеет вид изогнутого ци-

линдра, основания которого заклеены кру-
гами.
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удалить трубчатую окрестность SrX?"~r сферы Sr
и заменить ее на Er+l y^Sn~r-K В этом случае
?r+\ y^ 5"-'-i содержит сферу {р0} X Sn-r~l, где р0 —

какая-то внутренняя точка клетки ?'+'. Отсюда сле-

дует, что М' содержит сферу {р0} X Sn~r-1 и что эта

сфера имеет в М' трубчатую окрестность Er+l X
XS™ " ;поэтому вложение этой сферы в М' пря-
мое. Теперь для получения М из М' следует удалить

трубчатую окрестность сферы {ро}Х5п~г~1 и заме-

нить ее на Sr X Еп~г. Эта сферическая перестройка
имеет тип п — г — 1.

Пример 6.6. Общий тип примеров можно из-

влечь из теоремы 5.1: если W— гладкое многообра-
зие, а / — гладкая функция на У и если М и М' —

многообразия уровня функции /, отделенные друг
от друга лишь одним критическим уровнем, на котором
лежит лишь одна и притом невырожденная критиче-
ская точка, то М' получается из М сферической пе-

рестройкой.

6.4. Пленка, реализующая перестройку

Пример 6.6 показывает, как, имея функцию с од-

ной критической точкой, получить сферическую пе-

рестройку. Теперь мы покажем, что таким способом
можно получить любую сферическую перестройку.
Идея состоит в том, чтобы из пары многообразий,
связанных между собой сферической перестройкой,
соорудить многообразие с краем и построить на нем

функцию, для которой исходные многообразия будут
многообразиями уровня, разделенными одним кри-
тическим уровнем. Как это сделать, подсказывает

наше знакомство с тем, как должна была бы выгля-

деть окрестность критического уровня.
Следующий пример даст нам ключ к пониманию

конструкции в общем случае.

Пример 6.7. В примере 6.4 мы видели, что тор
Mi получается из сферы Мо перестройкой типа 0.

Удаляемое из Мо множество Int Bo состоит из двух

непересекающихся открытых кругов, так что
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Mo\IntBo есть сфера с двумя отверстиями. Для на-

ших целей удобнее представлять себе M0\IntB0 как

поверхность цилиндра, которая изогнута дугой, как

Л
Если приставите Ва. получится ссрера

В, = Е< X S1

(Мо\ lnt Ba)*l

Рис. 6.4. При добавлении Ва к внутренней поверх-
ности изогнутого утолщенного цилиндра (M0\Int В0)~Х,[
получается сфера; при добавлении В| к его внешней

поверхности получается тор.

показано на рис. 6.4. Тогда (iW0\Int Bo)X I будет
утолщением поверхности цилиндра. Как показывает

рис. 6.4, основания этого цилиндра составлены из ра-
диальных отрезков, каждый из которых ил °т вид
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{p} X Л где р лежит на границе множества

Mo\IntB0. Объединение оснований цилиндра можно,

конечно, представить как S°XSXX1- Примем внут-
реннюю поверхность цилиндра, т. е. (Mo\Int Bo) Х{0},
за M0\IntBo, а внешнюю, т. е. (M0\Int Во) Х{1}, — за

Mi\IntBi. Множество Во состоит из двух кругов, в то

время как Вх представляет собой цилиндр S1 X Е1. По-

Рис. 6.5. Из множеств Во. Bi и (S° X S')X/(на-
верху) составлена двумерная сфера (внизу); она

является краем трехмерной клетки.

этому внутренняя поверхность цилиндра (M0\Int б0) X
X / превращается в сферу, если возвратить на место

So. а внешняя поверхность превращается в тор, если

добавить к ней В\.

Рассмотрим, с другой стороны, трехмерную клет-

ку Еъ с границей S2, которая разложена в объедине-
ние трех множеств S°XE2, SlXEl и S°XSlXI; на

самом деле это множества Л, В и С из упражнения

5.12 (рис. 6.5). Заметим, что эти три множества мож-
но отождествить соответственно с Во, В\ и основа-

нием утолщенного цилиндра (M0\Int Во) X /. При
этом радиальные отрезки на основаниях цилиндра
взаимно однозначно отождествляются с дугами боль-
ших кругов, из которых составляется множество

(S°X<S1)X^ на поверхности 52. Поэтому, если отож-

дествить множество (S°XSl)XI на поверхности
клетки Е3 с соответствующим множеством на осно-
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ваниях утолщенного цилиндра, то получится сплош-

ное тело М, причем Во и Bt автоматически попадут

на нужное место, образовав внутреннюю границу
Мо и внешнюю границу Мь

Из этого построения вытекает дальнейшая инфор-
мация. В упражнении 5.14 мы видели, что на трех-

мерной клетке Е3 существует гладкая функция / со

следующими свойствами. На границе S2 клетки Е3

функция принимает такие значения: 0 на множестве

B0 = SQXE2, 1 на множестве В{ и t на подмножестве

(S°X51)XW множества S°XSlXl- В остальных

точках клетки Е3 функция / принимает значения ме-

жду 0 и I, а в центре клетки она имеет свою един-

ственную критическую точку. Ясно, что теперь можно

продолжить функцию f на все многообразие М, по-

лагая f = t в точках множества (M0\IntB0)X{0 из

(M0\IntB0)X/- Если (MoWntВ0)Х1 и ?3 уже по-

догнаны друг к другу так, что получилось гладкое

многообразие, то f будет гладкой функцией, которая
равна 0 на Мо, 1 на М\ и имеет в точности одну не-

вырожденную критическую точку в центре клетку ?3.

Теперь, имея перед собой этот пример, мы можем

провести соответствующее построение в общем слу-
чае. Пусть Мо — гладкое многообразие размерности
п, и пусть Mi получается из Л10 сферической пере-
стройкой типа г. Эта перестройка производится пу-
тем удаления из Мо множества Во, диффеоморфного
трубчатой окрестности SrX?'w прямо вложенной
сферы Sr, и последующей замены этого множества

множеством В\ = Ет+Х X Sn~r~K Чтобы построить М,
мы начнем, следуя образцу предыдущего примера,
с произведения (M0\Int Во) X /. Часть границы этого

произведения имеет вид (Sr X S"  )X /. С другой
стороны, границу Sn л-мерной клетки ?"+' можно

аредставить как объединение А[)В[]С (см. упражне-
ние 5.12), в котором А = Sr X Еп~\ В = ЕГ+1Х
¦XSn~r-1, a C = (SrXSn-'"-l)Xl- Образуем теперь
объединение (M0\IntB0)X/ и ?"+', отождествляя

подмножества Sr X Sn~r~' X Л которые встречаются
в обоих слагаемых. Это автоматически возвратит на
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место А = Во в M0\IntB0, восстановив опять Мо, и

вставит В = В\ в Mi\Inti?b образовав М\, так что

мы получим многообразие М, край которого есть не-

связное объединение1) Мо и Мь
Далее, мы построим на М функцию f так же, как

в трехмерном примере. Возьмем функцию / на клет-

ке Еп+1, полученную в упражнении 5.14. На сфере,
ограничивающей клетку En+l, имеем: f = О на А,
f = 1 на В, а на С функция / принимает значение t

на множестве Sr X S71^'1 X W- Кроме того, / имеет

ровно одну невырожденную критическую точку в

центре клетки Еп+1. Тогда эту функцию можно про-
должить на все многообразие М, полагая ее равной t

на множестве (M0\Intfl0)XW в (M0\Int B0)X /•

Если соединить (M0\Int Во) X' и Еп+1 надлежа-
щим образом, то М будет гладким многообразием,
а / — гладкой функцией. На множестве (M0\IntB0)X
X/ значение функции / совпадает со значением па-

раметра t интервала /, а этот параметр всегда можно

принять за одну из локальных координат, так что по

лемме 4.3 функция / не имеет критических точек в

этом множестве. Другими словами, имеется лишь

одна невырожденная критическая точка индекса

r-fl в центре клетки En+l.
В итоге мы получаем следующий результат.

Теорема 6.1. Пусть Мг получается из Мо сфери-
ческой перестройкой типа г. Тогда существует глад-
кое многообразие М, край которого есть несвязное

объединение Мо и М\, и гладкая функция f на М,
которая равна нулю на Мо и единице на Mi; в ос-

тальных точках она принимает значения между 0 и

1 и имеет ровно одну невырожденную критическую
точку индекса г + 1.

Повторное применение этой теоремы дает следую-

щий результат:

') Прилагательное «несвязное» призвано подчеркнуть, что

Мо и М\ не пересекаются; тогда объединение, действительно, не

может быть связным. — Прим. ред.
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Теорема 6.2. Пусть М\ получается из Мо конеч-

ным числам сферических перестроек. Тогда суще-
ствует гладкое многообразие М, край которого яв-

ляется несвязным объединением М0[)Ми и гладкая

функция f на М, которая равна 0 на Мо, 1 на М\,
в остальных точках принимает значения между О и

1 и имеет критические точки, соответствующие всем

произведенным перестройкам.

Определение 6.4. Построенное в этой теореме

многообразие мы будем называть пленкой, реали*
зующей последовательность сферических перестроек,
превращающих Мо в Мь

Для удобства терминологии мы введем еще одно

определение. Пусть перестройка ф, превратившая Мо
в Mi, состояла в удалении окрестности сферы Sr в

Мо.Тогда, рассматривая на пленке, реализующей ф,
ортогональные траектории семейства уровней соот-

ветствующей функции / (в обозначениях теоремы
6.1), мы видим, что те траектории, которые начи-

наются в точках сферы Sr, все кончаются в критиче-

ской точке функции / (см. упражнение 5.8). Таким

образом, когда мы идем от Мо к Mi по семейству
уровней функции /, сфера Sr стягивается по ортого-
нальным траекториям в точку, а затем, когда мы,

пройдя критический уровень, продолжаем двигаться

дальше, появляется сфера Sn~r~', которая раздувает-
ся из критической точки вдоль ортогональных траек-
торий, пока не достигнет уровня М\. Поэтому удоб-
но говорить, что перестройка ф стягивает сферу Sr и

что при этой перестройке возникает сфера Sn~r-1.

6.5. Бордантные многообразия

Содержание теоремы 6-2 можно выразить и по-

другому— в терминах отношения между многообра-
зиями, известного под названием бордантности ').

') В терминологии имеется некоторый разнобой, о чем гово-

рится в прим. ред. на стр. 232. Сам Уоллес пользуется редко упо-
требляющимся термином «соограннчивающие многообразия». —

Прим. ред.
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Определение 6.5. Два гладких компактных

многообразия ,(без края) Мо и Mi называются бор-
дантными, если существует гладкое компактное мно-

гообразие М («пленка»), край которого есть несвяз-

ное объединение M'oU М\ двух многообразий, диф-
феоморфных многообразиям Мо и М\ соответственно.

В частном случае, когда одно из исходных многооб-

разий, скажем Мь пусто, второе многообразие Мо
называется бордантным нулю, или ограничивающим.
(Последнее, таким образом, означает, что оно диф-
феоморфно краю некоторого компактного гладкого

многообразия.)
Пример ы. 6.8. Всякое компактное гладкое мно-

гообразие без края Мо бордантно самому себе (за
М можно взять М0ХЛ-

6.9. Сфера Sn — ограничивающее многообразие,
так как она является границей шара ?n+1.

6.10. Сфера с р ручками Мо является ограничи-
вающим многообразием, так как это граница шара
с р сплошными ручками.

Эти примеры могут показаться довольно триви-
альными; однако нетривиальный пример придумать
нелегко. Вообще признак, позволяющий для пары
многообразий определить, бордантны они или нет,

очень сложен, и мы не будем приводить его здесь.
Однако можно сформулировать следующий резуль-
тат.

Теорема 6.3. Компактные гладкие многообразия
Мо и М] бордантны тогда и только тогда, когда одно
из них можно получить из другого конечным числом

сферических перестроек.
Доказательство. Если дано, что Мо и Mi

бордантны, т. е. сказано, что их несвязное объедине-
ние1) есть край многообразия М, то по теореме 4.2

существует функция / на М, которая равна 0 и 1 на

') Следовало бы сказать: «несвязное объединение некоторых
многообразий, диффеоморфных Мо и Mi»; из примера 6.8 видно,

что иногда это существенно. Однако допущенная вольность речи

является достаточно распространенной и следует привыкнуть пра-

вильно (не слишком буквально) понимать текст В подобных слу-
чаях. — Прим. ред.
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Мо и Mi соответственно и имеет лишь конечное чис-

ло критических точек; все они невырожденны и ле-

жат на разных уровнях. Будем следить за множе-

ством уровней Мс, увеличивая с от 0 до \. Согласно

упр. 5.4 и теореме 5.1, с уровнем Мг топологически ни-

чего не происходит, если мы не проходим критический
уровень, и происходит сферическая перестойка, ко-

гда мы его проходим. Последнее случается на всем

пути от Мо к Mi лишь конечное число раз. Обратно,
если Mi получается из Мо конечным числом сфери-
ческих перестроек, то теорема 6.2 утверждает, что

многообразия Мо и М] бордантны.

6.6. Малые шевеления и изотопия

Если разобраться в определении сферической пе-

рестройки, то окажется, что результат этой операции
зависит от сферы, которую мы стягиваем, а также

от того, как представлена трубчатая окрестность
этой сферы в виде произведения внутри данного мно-

гообразия. С другой стороны, первый шаг в конст-

рукции перестройки состоял в удалении трубчатой
окрестности сферы Sr. Поэтому, если бы другая сфе-

ра Sr\ имела бы ту же самую трубчатую окрестность,
то результат перестройки получился бы один и тот

же. Это произойдет, например, если сфера S\ полу-
чается из Sr небольшим смещением, таким, что 5i
пересекает в одной точке каждую клетку-слой {х} X
Х?"~г произведения SrX?n~r (трубчатой окрестно-
сти Sr). В этом случае SrX En~r автоматически вы-

ражается как S{ X Еп~т, и поэтому получится та же

самая перестройка, независимо от того, с какой сфе-
ры начать: с Sr или S[. Точнее, результат М{ пере*

стройки, стягивающей Si, будет тем же самым, что

и результат перестройки, стягивающей Sr. Кроме
того, нетрудно видеть, что обе эти перестройки реа-
лизуются одинаковыми пленками.

Заметим, что структура произведения на трубча-
той окрестности сферы S\ определяется соответствую-
щей структурой на окрестности Sr. Важно отметить,
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что даже в случае, когда Sr вообще не меняется, из-

менение структуры произведения на трубчатой окрест-
ности может повлять на результат перестройки. Это
обстоятельство иллюстрируется следующим простым
примером.

Пример 6.11. Возьмем сферу S2 и рассмотрим
на ней 0-мерную сферу S0, как в примере 6.4. На са-

мом деле существуют два способа представить окре-
стность сферы S0 в виде произведения S0 X Е2, каж-

дый из которых получается из другого изменением

направления вращения на одном из кругов1). Это

') Пусть а, Ь — точка сферы S0, V — ее трубчатая окрест-
ность, ?2 = {(х, у) \х2 + у* < 1}, f: S°XE2->-U — диффеомор-
физм. Если на круге Е2 выбрана ориентация, т. е. установлено,

какое направление вращения считается положительным — ска-

жем, против часовой стрелки,
— то диффеоморфизм / переносит

эту ориентацию на клетки

Ua = f({a)XE*) и О, = |((ИХР),
Но ведь можно взять и другой диффеоморфизм g: S° X Е2 -*¦ U,
а именно

g (а, х, у) = f {а, х, 1/), g (b, x, y) = f (b, x,
— у).

Он тоже переносит ориентацию круга Е2 на те же клетки. Клетка
Uа будет ориентирована так же, как и раньше, но 1)ъ — нет.

Ясно, что имеются еще две возможности. Однако читатель

легко убедится, сделав соответствующий рисунок, что на резуль-

тат перестройки влияет только, одинаково ли ориентированы Ua
и Ub. Если ориентации Ua и Ub противоположны, то будем го-

ворить, что перестройка сохраняет ориентацию, в противном слу-
чае — что она не сохраняет ориентации.

Происхождение этих названий ясно из таких примеров.
В примере 6.11 перестройка, сохраняющая ориентацию, переводит
сферу в тор, который ориентируем, а перестройка, не сохраняю-

щая ориентации,
— в неориентируемую бутылку Клейна. Другой

пример — перестройки окружностей; см. стр. 139. Перестройки,
названные там закручивающими,

— как раз и есть те пере-

стройки; которые мы сейчас назвали не сохраняющими ориента-

ции. Они переводят окружность в окружность, т. е. ориентируе-
мость при этом сохраняется; но если на исходной окружности
выбрать какое-то направление, то после перестройки на различ-

ных кусках новой окружности шТлучатся разные направления,
т. е. ориентация не сохраняется.

Заметим еще, что если перестраиваемое многообразие неори-
ентируемо, то говорить о подобном различии между перестрой-
ками типа 0 не приходится, ибо на таком многообразии нельзя

сравнивать ориентации, введенные в непересекающихся окрест-

ностях Uа и Uь. —Прим. ред.



§ 6. СФЕРИЧЕСКИЕ ПЕРЕСТРОЙКИ 127

означает, что когда мы подклеиваем 6м Х^1. соот-

ветствующим образом отождествляя границы, то это

отождествление можно произвести двумя способами.

Первый (ориентируемый) способ описан в примере
6.4, и, применяя его, мы получим гор. Другой (не-
ориентируемый) способ приведет к односторонней
поверхности

— бутылке Клейна (рис. 7.22).

Упражнения. 6.2. Пусть Sr — прямо вложенная в много-

образие М сфера, и пусть В — ее трубчатая окрестность. Два

представления В в виде произведения Sr X Еп~г определяют
диффеоморфизм / окрестности В на себя. Он определяется тем,
что переводит точку, которой при одном представлении В в виде

произведения соответствует пара (p,q), в точку, которой при
другом представлении отвечает та же пара (р, q). Докажите,
что если } можно продолжить до диффеоморфизма многообра-
зия М на себя, то перестройки, соответствующие двум разным
представлениям, приведут к одному результату и реализуются
одинаковыми пленками1).

6.3. Видоизменяяпредыдущее упражнение, предположим, что
Sr прямо вложена в М и что В[ и В2 — две трубчатые окрест-
ности, каждая из которых представлена в виде произведения
Sr X Еп~т. Тогда аналогично упражнению 6.2 определяется отоб-

ражение / окрестности Si на В2. Докажите, что если f можно

продолжить до диффеоморфизма многообразия М на себя, то

перестройки М при помощи В\ и В2 приводят к одному резуль-

тату и реализуются одной и той же пленкой.

6.4. Одинчастный случай предыдущего упражнения для нас

особенно важен. Пусть Sr имеет трубчатые окрестности В{сВ2а:
сВ3, где В( — Sr X Е<> •'= 1, 2, 3, а Ег — шары с центром
в начале координат некоторого (п — г) -мерного пространства,
причем Е\С Е2а Яз. Постройте диффеоморфизм (п — г) -мерного
пространства на себя, который тождествен вне Е3 и переводит

Я2 в Ей
(Указание: стройте отображение, двигая точки по радиусам

к началу координат и определяя величину сдвига при помощи

функции типа той, которая была описана в примере 2.4.)
Выведите отсюда, что существует диффеоморфизм много-

образия М на себя, переводящий В2 в Ви

') Вот точная формулировка того, что требуется доказать.

Пусть при первой перестройке из М получается многообразие
Mi, a W — пленка, реализующая эту перестройку; пусть при вто-

рой перестройке получается М{, a W—соответствующая плен-

ка. Тогда существует такой диффеоморфизм F: W -*¦ W этих пле-

нок, что F\M = /. (Тем самым уже сказано, что М{ и М[ диф-
феоморфны). — Прим. ред.



128 А-УОЛЛЕС

G учетом упражнения 6.3 смысл упражнения 6.4

заключается в том, что, производя перестройку, стя-

гивающую сферу Sr, мы можем брать трубчатую
окрестность этой сферы сколь угодно малой.

Только что описанным результатам можно при-
дать более общую формулировку, однако здесь мы

не будем этим заниматься.

Наиболее важной для нас является ситуация, в

которой прямо вложенные сферы S\ и S2 получились
как образы двух изотопных отображений сферы Sr
в М. Это можно понимать так, что сфера 5г полу-
чается из Si посредством большого смещения, од-
нако это большое смещение разлагается в последо-

вательность малых смещений типа тех, которые опи-

саны в начале этого раздела1). В этом случае можно

показать, что заданная структура произведения на

трубчатой окрестности сферы Si индуцирует струк-
туру произведения на трубчатой окрестности сферы
S2, причем перестройки, которые соответствуют этим

окрестностям и стягивают сферы Si и S2, приводят
к одному результату и реализуются одинаковыми
пленками. Этот результат можно получить, например,
последовательным применением соответствующего ре-
зультата для малых шевелений.

Существует другое обстоятельство, которое тре-
бует изучения в связи с этим кругом вопросов: надо

провести сравнение между пленками, реализующими
две такие последовательности перестроек, что сферы,
стягиваемые в одной последовательности, получают-
ся из сфер, стягиваемых в другой, посредством малых

шевелений. Следует отметить, что недостаточно рас-

сматривать пленки, реализующие каждую отдельно

взятую перестройку; надо также уделить внимание спо-

собу, которым они склеиваются, образуя две пленки,

реализующие две последовательности перестроек.

Для наших целей достаточно рассмотреть следую-

щий частный случай. Пусть ф — перестройка, которая
превращает Мо в Mi и начинается с удаления трубча-

!) Точное определение изотопии см. у Милнора (стр. 206).—
Прим. ред.
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той окрестности В сферы S, прямо вложенной в Мо.
Пусть ф' — вторая перестройка Мо, которая начи-

нается с удаления трубчатой окрестности В' сферы
S'. Предположим, что существует такое непрерывное
отображение F: Мо\1 -*М0, что его ограничение на

Мо X {0} тождественно отображает Мо в себя, его

ограничение на М0Х{1} переводит В'ХШ в В, со-

храняя соответствующую структуру произведения,
а его ограничение на множество Мо X Щ Для каж-

дого t является гомеоморфизмом. Обозначим через g
ограничение отображения F на множество Мо X 0У-
Тогда, используя метод упражнения 6.3, мы получа-

ем гомеоморфизм G пленки W, реализующей пере-
стройку ф, на пленку W, реализующую перестройку
ф', причем ограничение G на Мо равно g~'. Теперь
мы хотим так подправить G, чтобы сделать его огра-
ничение на Мо тождественным отображением.

Для этой цели определим отображение Н много-

образия W на себя следующим образом. Заметим,
что, поскольку многообразие Мо является некритиче-

ским уровнем функции на W (теорема 6.2), оно имеет

в W окрестность вида М0ХЛ где М0Х{0} отождеств-
ляется с Мо (упражнение 5.2). Определим отображе*
ние Я, сказав, что вне этой окрестности оно тожде-

ственно, а внутри этой окрестности задано формулой

Мы видим, что Н(р, 1) = (F(р, 0), 1) = (р, 1), зна-

чит, определения отображения Н в Мо XI и ане

Мо XI согласованы и вместе определяют непрерыв-
ное отображение. Кроме того, наложенные на F ус-
ловия обеспечивают, что Н является гомеоморфиз-
мом. Далее, Н(р,0) = F(p, 1) = g(p). Таким обра-
зом, ограничение Н на Мо совпадает с g. Отсюда
следует, что отображение HG является гомеомор-
физмом многообразия W на W, ограничение кото-

рого на Мо есть gg~l = тождественное отображение.
Подведем итог:

Лемма 6.1. Пусть фиф' — перестройки многооб-
разия Мо, удовлетворяющие приведенным выше
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условиям. Тогда фиф' приводят к одному результату,
а между реализующими их пленками существует зо-

меоморфизц, ограничение которого на Мо являемся
тождественным отображением.

Теперь мы можем приложить это к последова-

тельности перестроек. Пусть, например, к многообра-
зию Мо последовательно применяются две перестрой-
ки ф\ и фг, причем перестройка ^i превращает Мо в

Ми а перестройка фг превращает Mi в М%. Предпо-
ложим, далее, что фг заменяется лерестройкой ф%,
связанной с фг так же, как ф' связана с ф в лем-

ме 6.1. Обозначим пленки, реализующие перестройки

фи ф2< ф2, через Wu W2, W2 соответственно.

Тогда последовательность перестроек фи фг реали-
зуется пленкой W = Wi U W2, а последовательность

Фр ф'2 — пленкой W^W^W'^ где в каждом объе-

динении отождествляются точки Mi. Из леммы 6;1

сразу следует, что существует гомеоморфизм пленки

W на W; он даже тождествен на Wi.
Тот же способ можно применить к последователь-

ности любого числа перестроек.

Упражнение 6.5. Пусть S — сфера, прямо вложенная в

Мо, и пусть В — трубчатая окрестность сферы 5, представленная
в виде произведения S X Е. Пусть S' — вторая сфера, которая
является подмногообразием в В, пересекающим каждый слой в
В — клетку s X Е, s e S, — по одной точке, а В' — трубчатая
окрестность сферы S', которая содержится в В и кажды-й слой ко-

торой содержится в слое окрестности В. Докажите, что S, S', В, В'

удовлетворяют условиям леммы 6.1. Результат этого упражнения

будет существенным для перегрулпировки перестроек в разд. 6.8.

6.7. Приведение в общее положение

Идею, положенную в основу этого раздела, совсем

легко уловить интуитивно, однако детали доказа-
тельств слишком сложны, чтобы их здесь приводить.

Поэтому понятие, которое мы вводим, будет лишь

разъяснено на ряде примеров.
Сначала рассмотрим две кривые на плоскости,

которые пересекаются в точке р. Если чуть-чуть сме-

стить одну или другую кривую в плоскости, то сме-
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щенные кривые по-прёжнему будут иметь точку те-

ресечения вблизи р (см. рис. 6.6). С другой сторо-
ны, если одну кривую вывести из плоскости в трех-

мерное пространство, то пересечение пропадет. Пара
кривых на плоскости, конечно, может иметь неизоли-

рованные точки пересечения. Однако если, например,
две кривые имеют общую дугу, то малое смещение

Рис. 6.6. Тонкая кривая при небольшом смещении в пло-

скости по-прежнему пересекает толстую кривую. Стоит ее

приподнять в трехмерном пространстве, и пересечение
исчезнет.

одной из них уже дает пару кривых с изолирован-
ными пересечениями (рис. 6.7). Иллюстрируемая
здесь идея заключается в том, что две кривые в об-

щем положении на плоскости имеют изолированные
точки пересечения, в то время как в трехмерном про-

странстве они, находясь в общем положении, не

имеют общих точек. Кроме того, пересечения кривых
в трехмерном пространстве можно полностью устра-
нить при помощи малых шевелений.

Чтобы увидеть, какую роль играет во всем этом

размерность, следует представлять себе, что точки на

плоскости имеют две степени свободы; чтобы зафик-
сировать точку, необходимо задать две ее координа-

ты. Но точка на кривой имеет лишь одну степень
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свободы, так что условие лежать на кривой поглощает

одну степень свободы. Условие лежать на двух кри-

вых, таким образом, поглощает две степени свободы.
Следовательно, в общем случае множество точек пе-

ресечения двух кривых не должно иметь ни одной
степени свободы и потому должно состоять из изоли-

рованных точек. С другой стороны, точка в трехмер-

ном пространстве имеет три степени свободы, в то

время как если она обязана лежать на кривой, то

Р и с. 6.7. Путем малого шевеления кривых на

плоскости можно добиться, чтобы они пересекались
в изолированных точках.

она будет иметь лишь одну степень свободы. Поэто-

му условие лежать на кривой в трехмерном про-
странстве поглощает две степени свободы. Условие
лежать на двух кривых поглотит четыре степени сво-

боды, но так как их на самом деле имеется только

три, то две кривые общего положения в трехмерном

пространстве вообще не обязаны пересекаться. Кро-
ме того, разбор рисунков 6.6 и 6.7 убеждает нас в

том, что приведение в общее положение в трехмер-
ном пространстве может быть достигнуто посредст-
вом малых шевелений.

Теперь проведем аналогичные интуитивные рассу-
ждения в более общей ситуации. Рассмотрим п-мер-
ное гладкое многообразие М и его r-мерное под-

многообразие N. Точка многообразия М имеет п

степеней свободы, но если она лежит в подмногооб-
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разии N, то их остается только г. Таким образом, ус-
ловие лежать на N поглощает п — г степеней свобо-
ды. Если N' —^второе подмногообразие размерности
>"', то условие лежать как на N, так и на F в общем
случае должно было бы поглощать п — г + п — г'
степеней свободы. Если это число оказывается боль-
шим п, то следует ожидать, что пересечение будет
пусто. Иначе говоря, два подмногообразия размерно-
стей г и г', которые находятся в общем положении,

при г -f г' < п не обязаны пересекаться. Кроме того,

для любых двух подмногообразий N и N' должен
быть верен тот факт, что их можно привести в общее
положение малым шевелением одного из них. Здесь
шевеление, скажем, многообразия N означает, что

мы заменяем вложение f: N ^ М другим отображе-
нием g: N —>• М, которое тоже является вложением

(уже в смысле определения 3.2) и близко к / в том

смысле, что g(p) для всех р близко к f(p)=*=p и

производные функций, выражающих g и / в локаль-

ных координатах (ввиду компактности понадобится
лишь конечное число координатных окрестностей),
тоже будут близки.

6.8. Перегруппировка перестроек

Теперь мы применим результаты двух последних

разделов к доказательству важной теоремы о после-

довательности перестроек. Первый шаг — показать,
что при подходящих условиях две последовательные

перестройки можно производить в обратном порядке.
Итак, пусть fi — перестройка типа г, которая

превращает данное компактное гладкое многообразие
Af0 в Мп пусть Wi — пленка, реализующая фи и пусть
фъ. — перестройка типа s, которая превращает Mi в

М2 и реализуется пленкой Wz- Перестройки $4 и фъ
стягивают сферы Src:Afo и SsczMi в точки /\ и Р2
многообразий Wi и W2 соответственно, при этом воз-

никают сферы Sn-"-i и S«-«-i.

Предположим, что s ^ г. Тогда, обращаясь к

рассуждениям разд. 6.7, мы видим, что можно слегка

пошевелить сферу S3 так, чтобы она не пересекала
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?n-r-1 Согласно упражнению 6,5, это шевеление сфе-
ры S* можно сделать так, чтобы выполнялась усло-
вия леммы 6.1, и тогда оно не подействует ни на ре-
зультат последовательности перестроек фи фъ ни на

реализующую пленку. Кроме того, теперь сферы Se
и S"-7-1, не пересекаясь, имеют непересекающиеся ок-

рестности. Так как перестройки можно производить
с помощью сколь угодно малых трубчатых окрестно-
стей (замечание после упражнения 6.4), то перестрой-
ку ф2 и перестройку, обратную к фи можно произво-
дить, используя непересекающиеся трубчатые окрест-
ности сфер S3 и Sn-r~i, и это уменьшение трубчатых
окрестностей до непересекающихся опять не повлияет

ни на результат последовательности перестроек фи
фг, ни на реализующую ее пленку. Таким образом,
мы доказали следующее:

Лемма 6.2. Пусть ф\ и ф» — перестройки, описан-

ные в начале этого раздела. Тогда, не изменяя ни ре-

зультата этой последовательности перестроек, ни реа-

лизующей ее пленки, можно добиться того, чтобы

сфера Ss в Mi, стягиваемая перестройкой фч, не пере-
секалась со сферой Sn~r~l, возникающей при пере-

стройке фи и чтобы даже трубчатые окрестности этих

сфер, соответствующие перестройке фъ и перестройке,
обратной к фи не пересекались.

Из этой леммы мгновенно выводится следствие.

Рассмотрим непересекающиеся трубчатые окрест-
ности В^ и В2 сфер S"*-1--1 и Ss, о которых шла речь
в лемме. Множества Вг и Bi мы удаляем яз Mi, на-

чиная перестройку фг и перестройку, обратную к фи
соответственно. Обратившись к построению пленки,

реализующей перестройку, мы видим, что пленка Wt
есть объединение (Mi\ IntBi^X^ c (»+1)-мерной
клеткой Еи а Шг есть объединение (Mi \ Int Bz) XI
с (п -f- 1)-мерной клеткой Е2; в каждом случае сде-
ланы надлежащие отождествления. Кроме того,

Ei fl Mi в точности равно Ви a E2f]Mi равно 5а. Те-
перь легко видеть, что W^ содержит множество

Вг X i как подмножество в (Mi \ Int Bi) X Л в то

время как W% содержит Bi XI как подмножество в
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(,МХ \ Int В2) X /¦ Наконец, объединение ?t и Bi X 1

но-прежнему является (п + 1) -мерной клеткой Е\>

пересекающей М% по множеству В\, гомеоморфному
5"-r-i х ?r+if a объединение Е2 и В2 X / является

(п + 1)-мерной клеткой Яг, которая пересекает М9
по множеству Вг. гомеоморфному Ss X ?™"~s.

Упражнение 6.6. Проверьте то, что утверждается в пре-

дыдущем лредложении.

Все это означает, что мы можем считать пере-

стройки Ф1 и фг производимыми одновременно в Мо.
Точнее, если исключить из Мо множества Во и В'г
и вставить на их место множества В[ и Sn~s~l X
X Es+i, то (при надлежащих отождествлениях) полу-
чится М2. Кроме того, пленка W = Wi U Wz, реали-
зующая пару перестроек фи ф%, получается добавле-
нием клеток Е\ и Е'2 к (Мо \ Int Bo \ Int B'2) X /
с надлежащими отождествлениями. Следовательно,
по отношению к конечному результату и к построе-
нию пленки обе эти перестройки равноправны.

Заметим, что все это было сделано в предположе-
нии, что s s^ г. Последнее условие требовалось для
того, чтобы можно было сделать сферы 8п~г~г и Ss в

ML непересекающимися. Если бы эти сферы с самого

начала были непересекающимися, то независимо от

соотношения между г и s было бы справедливым то

же самое заключение о равноправии фг и фь
Продолжая наши рассуждения, мы можем ска-

зать, что поскольку перестройки ф{ и фъ теперь нахо-

дятся в равном положении, то порядок, в котором они

производятся, можно поменять на обратный. Иначе

говоря, мы можем сначала выполнить перестройку фг,
а затем к полученному результату применить пере-
стройку фй конечный результат и пленка будут те-

ми же, что и для последовательности фи ф2. Это за-

вершает доказательство основной теоремы настоя-

щего раздела.

Теорема 6.4. Пусть М2 получается из Мо двумя
последовательными перестройками, из которых пер-
вая фх имеет тип г, а вторая фг — тип s, причем s ^ г.
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Тогда то же самое многообразие м2 можно получить,
делая сначала перестройку типа s, а затем перестрой-
ку типа г, и пленка, реализующая эту последователь-
ность перестроек, будет такой же, как и для исходной

последовательности1).

Многократное применение этого результата дает

следующую теорему.

Теорема 6.5. Последовательность перестроек
можно, не изменяя конечного результата и пленки,

упорядочить так, чтобы перестройки типа s произво-
дились раньше, чем перестройки типа r^ s.

6.9. Интерпретация теоремы 6.5 в терминах
критических точек

В этом параграфе мы не обращали внимания на

гладкость многообразий и отображений, которые воз-

никали в результате наших построений. Об этом сле-

дует позаботиться особо. Например, при построении
пленки, реализующей перестройку, нужно складывать

куски так, чтобы получилось гладкое многообразие.
Мы уже отмечали, что это можно сделать, и в тео-

реме 6.1 утверждалось без доказательства, что каж-

дая перестройка типа г 'соответствует гладкой функ-
ции на пленке, имеющей критическую точку индек-

са2) г-\-\. Аналогично построение, проведенное в

разд. 6.8 для перегруппировки перестроек, всегда
может быть выполнено так, чтобы разные куски,
складываясь, давали гладкое многообразие. Предпо-

') Если же s > г, то перестройки ф\ я ф2, вообще говоря,
не только нельзя переставить, но даже и не имеет смысла гово-

рить о применении перестройки Ф2 к многообразию Мо. Ведь
может случиться, что та сфера на многообразии М\, которую эта

перестройка должна стягивать, не соответствует никакой сфере
на многообразии Мо и появляется только после перестройки Ф\.

(С одним примером такой ситуации мы будем иметь дело
в разд. 8.2.) Исключение составляет упомянутый выше случай,
когда эта сфера не пересекается со сферой, возникающей при
перестройке Ф\. — Прим. ред.

г) Если функция / имеет в точке р на пленке минимум (кри-
тическая точка индекса 0), то перестройке многообразия уровня
Мс приходится приписать тип —1. Она состоит в ел "ющем:
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ложим теперь, что М есть гладкое многообразие с

краем Мо U М\, реализующее последовательность пе-

рестроек, превращающую Мо в Mi, и пусть эта по-

следовательность упорядочена так, как это описано

в теореме 6.5. Тогда отсюда следует, что на М су-

ществует гладкая функция, которая принимает значе-

ния между 0 и 1, равна 0 на Мо, 1 на Mt и имеет

лишь конечное число критических точек; все они не-

вырождённы и обладают тем свойством, что для двух

таких точек Pt и Р% из того, что индекс точки Pi
меньше, чем индекс точки Р2, следует, что f(pi) <
<Zf(pz)- Функция с аналогичными свойствами описа-

на в [33] под названием хорошей (nice) функции на

М1).

§ 7. ДВУМЕРНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

7.1.Введение

В качестве иллюстрации развитых выше идей мы

приведем сейчас классификацию двумерных многооб-

разий (без края). При классическом подходе к этой

задаче многообразия, заданные как симплициальные

комплексы, приводятся к каноническим формам пу-
тем последовательных разрезов и склеиваний. Таким
способом доказывается, что компактное связное ори-

ентируемое двумерное многообразие гомеоморфно
сфере, к которой приклеено некоторое число ручек,
а компактное связное неориентируемое двумерное
многообразие гомеоморфно сфере, в которой проре-
зано некоторое число круглых дырок, после чего

у р имеется такая окрестность U на пленке, что М/(р)_е U — 0,
а МНр)+ е Л U диффеоморфно сфере размерности dim M. Иными
словами, после перестройки к М добавляется не пересекающаяся
с ним сфера. — Прим. ред.

') Изложение этих вопросов с должным вниманием к глад-

кости содержится в первых четырех параграфах [24]. Оно там

ведется с несколько иных позиций: упор делается не на сфериче-
ские перестройки, а на реализующие их пленки и соответствую-

щие функции (а также связанные с последними векторные

поля). — Прим, ред.
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отождествлены диаметрально противоположные пары
точек окружности, образованной краями каждой из

дырок. Число ручек в первом случае и число дырок
во втором являются топологическими инвариантами
поверхности. Сейчас мы получим эти результаты для
гладких многообразий, изучая критические точки за-

данных на них функций. Ориентируемый и неоризнти-
руемый случаи будут разобраны отдельно.

7.2. Ориентируемые двумерные многообразия

Рассмотрим компактное связное ориентируемое

двумерное многообразие М и построим на нем в со-

ответствии с теоремой 4.2 функцию / с конечным чис-

лом невырожденных критических точек. В этом слу-
чае существует ровно три типа критических точек:

минимум, седловая точка и максимум; они имеют ин-

дексы 0, 1, 2 соответственно, Теорема 6.5 показывает,

что функцию / можно выбрать так, что ее значения в

минимумах будут меньше, чем значения в седловых

точках, а те в свою очередь будут меньше, чем значе-

ния в максимумах. Рис. 7.1 изображает многообразие
М, лежащее в трехмерном пространстве; в качестве

функции f взята последняя координата, и ее критиче-
ские точки имеют только что описанное расположе-
ние. Между прочим; совсем не очевидно, хотя и! вер-

но, что многообразие М можно* вложить в простран-
ство размерности 3.

В соответствии с результатами параграфа б мы

можем рассматривать многообразие М как пленку,
реализующую последовательность перестроек' одно-

мерных многообразий. Каждый минимум соответ-

ствует возникновению окружности, так что, если мы

рассматриваем семейство* уровней функции f, под-

нимаясь вверх от самой нижней точки, то к тому мо-

менту, когда мы пройдем все минимумы, у нас воз-

никнет конечное число окружностей. После этого на

одномерном многообразии, составленном из этих

окружностей, производится некоторое число пере-
строек типа 0, соответствующих седловым точкам

многообразия М. Наконец, производятся перестройки,.
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соответствующие различным точкам максимума функ-
ции f; при этом в каждую точку максимума стягивает-

ся какая-то окружность.
Рассматривая сначала перестройки типа 0, легко

видеть, что существует три типа таких перестроек;
удобно назвать их связывающей, разделяющей и за-

Рис 7.1.

кручивающей перестройками. Проведение связываю-

щей перестройки на уровне Мс уменьшает число ком-

понент уровня Мс+е на 1 по сравнению с ~МС_8; при
этом две окружности связываются в одну. Рису-
нок 7.2 изображает часть многообразия М, образо-
ванную соответствующей пленкой. Например, на

рис. 7.1 перестройка, соответствующая критической
точке Pi, являемся связывающей. Разделяющая пе-

рестройка действует ;в точности обратным способом
(рис. 7.3). На рис. 7.1, например, перестройка, со-

ответствующая точке Q, является разделяющей.
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Третий тип перестройки типа 0 стягивает нуль-
мерную сферу на окружности (рис. 7.4), однако на

этот раз окружность в окрестности одной из точек

Рис. 7.2.

нульмерной сферы закручена (рис. 7.5). Результат
перестройки по-прежнему представляет собой окруж*

Рис. 7.3.

ность (рис. 7.6) *). Закручивание окружности при

перестройке этого типа означает, что кривые уров-

') Закручивание на рис. 7.5 продиктовано интересами опи-
сания пленки (см. ниже); саму же перестройку проще представ-

лять себе так: от рис. 7.4 переходим к

— Прим. ред.
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ней соответствующей функции не зляются плоскими

кривыми, и поэтому пленку, реали /ющую перестрой-
ку, нельзя поместить в трехмерном евклидовом про-
странстве без самопересечений ').

Рис. 7.8.

Рассмотрим теперь пленку W, реализующую пе-

рестройку, изображенную на рис. 7.4, 7.5 и 7.6. На
W имеется функция с одной критической точкой Р.

Соответствующий критический уровень состоит из

') Речь идет о таком вложении в трехмерное евклидово про-

странство Е, при котором функцией является одна из координат.

Вообще же вложить ъ Е пленку без самопересечений можно, ибо
она диффеоморфна листу Мёбиуса (см. Милнор, рис. 17), в ко-

тором вырезана дырка. — Прим. ред.
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двух окружностей С\ и Сг, пересекающихся в точке

(рис. 7.7). Третья окружность С на рис 7.7 изобра-
жает некритический уровень функции f, расположенный
ниже точки Р; другими словами, это та окружность,
на которой производится закручивающая перестрой-
ка. Заштрихованная полоса на рис. 7.7 изобра-
жает часть W, в основном заключенную между С и С\.
На рис. 7.8 представлен прямоугольник, концы кото-

рого отождествляются так, как указывают стрелки; в

результате получается лист Мёбиуса. Заштрихованную
полосу на W из рис. 7.7 можно отобразить на за-

штрихованную часть листа Мёбиуса, отождествляя

С\ со средней линией полосы, а изображенные на

рис. 7.7 дуги на W — с вертикальными отрезками
прямоугольника на рис. 7.8. Точно так же можно

отождествить и вторую половину листа Мёбиуса с

частью W, в основном заключенной между окружно-
стью С\ и некритическим уровнем функции f, располо-
женным выше точки Р. Таким образом, Сх имеет в W

окрестность, которая является листом Мёбиуса. Тем

самым С4 не прямо вложена в №, и потому W
— не-

ориентируемое многообразие. Мы же разбираем сей-

час случай ориентируемых многообразий, так что все

перестройки типа 0 будут либо связывающими, либо

разделяющими.

Пусть теперь Сг U С2 U ... U Сп — уровень функ-
ции f, расположенный над всеми минимумами. Этот

уровень является тем одномерным многообразием,
к которому будут применяться перестройки типа 0.

Допустим на минуту, что перестройки типа 0 можно

разбить на две группы так, что перестройки одной
из них будут действовать только на С4 (J С% U ...

... U Сп-и а перестройки другой будут производиться
на Сп- Тогда две пленки, реализующие эти две после-

довательности перестроек, с добавленными сверху и

снизу клетками будут двумерными многообразиями,
объединение которых равно М, а это противоречит
связности многообразия М. Поэтому обязательно

найдется перестройка, стягивающая нульмерную сфе-
ру, одна точка которой лежит на окружности Сп, а

другая
— на одной из окружностей Си Эта пере-
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стройка будет связывающего типа. Переставим пере-
стройки типа 0 так, чтобы она шла первой. Тогда
остальные перестройки типа 0 действуют уже на

объединении п — Г окружностей. Повторяя это рас-
суждение, мы видим, что данную последовательность

перестроек можно упорядочить так, "тобы первые
«— I из них соединяли п окружност i С4 в одну

Рис. 7.9.

окружность Со. Геометрически это означает, что сед-

ловые точки Pi на рис. 7.1 мы перетянули вниз так,

чтобы они оказались ниже остальных седловых точек.

Далее, любые две из упомянутых выше окружно-
стей С{, скажем С\ и С2, являются границами дву-
мерных клеток Ei и Е2, лежащих в М. Если Cj и С2
соединяются связывающей перестройкой, то полу-
чившаяся окружность также ограничивает двумерную
клетку (рис. 7.9), образованную добавлением клеток

Ei и Е2 к пленке, реализующей перестройку. Повто-
ряя это рассуждение п — 1 раз, мы видим, что часть

многообразия М, расположенная под окружностью
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Co, представляет собой двумерную клетку Ей. Теперь
мы можем заменить f новой функцией, у которой кри-
вые уровней выше Со те же, что и прежде, а кривые

уровней ниже Со образуют семейство окружностей,
стягивающихся в точку на Ео. Другими словами,

функция f будет иметь на М ровно один минимум.
Аналогичное рассуждение позволяет подправить

функцию / так, чтобы она имела на М ровно один

максимум. Итак, мы получили следующее:

Лемма 7.1. На связном компактном ориентируе-
мом двумерном многообразии существует функция,
все критические точки которой, кроме одного мини-

мума и одного максимума, являются седловыми.

Выраженная в других терминах, эта лемма ут-
верждает, что многообразие М получается добавлением
сверху и снизу клеток Е^ и Ей к пленке, реализующей
последовательность перестроек типа 0, которая начи-

нается с окружности Со и кончается окружностью С(.
В тех же терминах выражается наш следующий шаг:

мы переставляем перестройки этой последовательно-
сти так, чтобы все разделяющие перестройки произво-
дились раньше других1).

Рассмотрим теперь клетку ?0 (рис. 7.10), гомео-

морфную двумерной сфере с отверстием, край ко-

торого есть окружность Со. Если мы делаем с Со
разделяющую перестройку и добавляем к Ей соот-

ветствующую пленку, то получается сфера с двумя

отверстиями. Продолжая по индукции, мы видим, что

если добавляется пленка, реализующая k—1 разде-
ляющих перестроек, то в результате получается сфе-
ра М\ с k дырками, края которых мы обозначим, на-

пример, через Гь Г2, ..., IV Остальная часть М2
многообразия М получается как пленка, реализую-
щая действующие на объединение окружностей Г,-

') Убедиться в возможности такой перегруппировки пере-
строек читателю предоставляется самостоятельно. Формально это
не совсем тривиально, ибо не исключено, что при изменении по-

рядка перестройка, бывшая ранее связывающей, может стать

разделяющей. Наглядно это соответствует переходу от рис. 7.10
к 7.11 (С,- на них имеют различный смысл). — Прим. ред.
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лязывающие перестройки, к которой «сверху» до-

бавлена еще клетка Е\. Однако перестройки, которые
были связывающими при движении от Со к С\, ста-"
нут разделяющими, если двигаться от С\ к Со. По-

этому Мг также является сферой с k дырками. Мно-

гообразие М теперь получается объединением М\ и

Мг с попарным отождествлением краев отверстий.
Таким образом, мы доказали следующий результат.

Лемма 7.2. Каждое компактное связное ориен-
тируемое двумерное многообразие {без края)
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гомеоморфно многообразию M(k), где M(k) есть объе-
динение двух сфер, в каждой из которых проделано k

дырок, после чего края этих дырок попарно отожде~
стелены (рис. 7.11).

Лемма дает нам такую последовательность мно-

гообразий M(k), что любое компактное связное ори-

ентируемое двумерное многообразие гомеоморфно

Рис. 7.11.

одному из них. Но чтобы эту лемму можно было счи-

тать классификационной теоремой, нужно еще пока-

зать, что при пфк многообразия M(h) и M(k) не

гомеоморфны. Однако многообразия M(k) представ-
лены не в нормальной форме, обычно используемой
для классификации двумерных многообразий, и п

этому сначала мы должны придать лемме 7.2 обще-

принятую формулировку.
Чтобы сделать это, взглянем на M(k) с другой

точки зрения: предположим, что на M(k) нарисовано
k — 1 окружностей С], С2> ..., Сь-ь как показано на

рис. 7.11. Если разрезать M(k) на две сферы, каждая

с k дырками, края которых образованы окружностя-
ми Гь Гг, ...

, Гй, то на каждой сфере останется на-

бор дуг, в котором /-я дуга соединяет точку на Гг
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с точкой на Гг+ь причем окружность С* получается
при объединении i-k дуги на одной сфере с i-й дугой
на другой сфере. Окружности С4 Брямо вложены в

M(k), и если сделать перестройки, стягивающие эти

окружности, то получится двумерная сфера. Рассуж-
дая в обратном порядке, мы видим, что M(k) полу-
чается в результате проведения k — 1 перестроек
типа 0 на двумерной сфере, причем все они сохра-

няют ориентацию (пример 6.11). Действие каждой
такой перестройки заключается в приклеивании
к сфере одной ручки (рис. 6.2). Поэтому если обо-
значить через 2Р двумерную сферу с р ручками, то

M{k) будет гомеоморфно 2ft_i.

После подходящей перемены обозначений лем-

ма 7.2 принимает следующий вид:

Лемма 7.3. Каждое компактное связное ориенти-

руемое двумерное многообразие {без края) гомеоморф-
но поверхности 2Р, где 2Р— сфера с р ручками.

Упражнение 7.1. Дайте другое доказательство того, что

M(k) гомеоморфно 2л-ь применив к St_i последовательность
шагов из доказательств лемм 7.1 и 7.2 и приведя тем самым

2s_i к виду M(k).

Теперь нам осталось сделать последний шаг —

показать, что 2Р и 2д не гомеоморфны, если р ф q.
Сначала заметим, что на 2Р имеется р непересе-

кающихся окружностей, по одной на каждой ручке
(рис. 7.12), таких, что если разрезать Ер по каждой
из них, то получившаяся поверхность') будет по-

прежнему связной. Максимальное число обладающих
этим свойством непересекающихся окружностей на

поверхности, очевидно, является ее топологическим

инвариантом.

Определение 7.1. Максимальное число непе-

ресекающихся окружностей, по которым можно раз-

резать поверхность, не нарушая ее связности, назы-

вается родом этой поверхности.

') Здесь и далее слово «поверхность» у. требляется вместо

«двумерного многообразия». — Прим. ред.
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Имеется. теорема, которую мы здесь доказывать

не будем и которая утверждает, что род двумерного
компактного многообразия конечен и, в частности,

род сферы равен нулю (см. [46]). Эта теорема по-

Рис. 7.12.

требуется нам в дальнейших рассуждениях. Доказа-
тельство того,

¦

что 2Р и Яд не гомеоморфны при
р ф q, — это, по существу, доказательство того, что

род 2Р р зен р ').

Лемма 7.4. Пусть связная поверхность М' полу-

чается из М перестройкой типа 0. Тогда род много-

образия М' больше, чем род М.

') Вместо рода можно воспользоваться другим топологиче-

ским инвариантом
— эйлеровой характеристикой. См. Милнор,

задача 25* (заодно там доказана и конечность рода). Утвер-
ждение, что замкнутая кривая без самопересечений на сфере раз-
бивает последнюю, равносильно аналогичному утверждению для
плоскости (для перехода от одного к другому можно воспользо-
ваться стереографической проекцией (Милнор, рис. 3), взяв за

полюс сферы любую ее точку, лежащую вне рассматриваемой
кривой). А оно является одним из утверждений теоремы Жор-
дана, доказанной, например, у Дьедонне ([13], добавление к гл. 9).
Для гладкой кривой оно легко доказывается с помощью мето-

дов, излагаемых у Милнора (см. задачу 26*); -> перехода
к произвольным замкнутым кривым требуются некот^

*

ухищ»
рения. — Прим. ред.
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Доказательство. Пусть род М равен р, и

пусть Си Сг, ..., Ср — непересекающиеся окружно-
сти на М, такие, что после разрезания вдоль этих

Рис. 7.13.

окружностей поверхность М остается связной. Мож-
но считать (см. лемму 6.1), что нульмерная сфера,
стягиваемая при переходе от М к М', не пересекает
окружностей Ci. Тогда окружности Си ..., Ср «пе-

рекочуют» на М' (рис. 7.13); кроме них, на М' Имеет-

ся окружность Cp+i, которая опоясывает приклеенную
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ручку. Она не пересекает окружностей Си С%, ...

..., Ср, и если мы разрежем М' по Си С2, ..., :Ср+и
то связность не нарушится. Следовательно, род М'
по меньшей мере равен /7 4-1, что строго больше, не-

жели род М.

Повторное применение этой леммы дает следую-
щий результат:

Лемма 7.5. Пусть род М равен р, и пусть мно-

гообразие М' получается из М проведением р пере-
строек типа 1 и является связным. Тогда М' — сфера.

Доказательство. Рассмотрим многообразия,
получающиеся из М при последовательном примене-
нии упомянутых перестроек. Все они связны, ибо Мг

связно, а перестройка типа 1 не может превратить
несвязное многообразие в связное. Теперь из лем-

мы 7.4 следует, что каждая из перестроек, преоб-
разующих М в М, уменьшает род по крайней мере
на 1. Поэтому после р перестроек род должен ока-

заться равным нулю. Но получившаяся поверхность
М' должна быть сферой с некоторым числом а ручек,
и поскольку ее род равен нулю, q должно равняться
нулю. Таким образом, М' есть сфера.

Замечание. На поверхности рода р имеются

р непересекающихся окружностей, разрез по которым
не нарушает связности; значит, и при перестройках
типа 1, стягивающих эти окружности, связность не

нарушится. По доказанной лемме при этом должна

получиться сфера. Рассматривая перестройки, веду-
щие от М к сфере, в обратном порядке, получаем, что

поверхность М рода р должна быть гомеоморфна
сфере с р ручками1). Впрочем, сейчас нам понадо-

') Обратите внимание, что это еще не дает нам полной

классификации: мы теперь знаем, что если существует ориенти-

руемая поверхность, имеющая род р, то и 2Р имеет род р (род
топологически инвариантен!), но мы еще не выяснили — быть

может, для некоторых р поверхностей с родом р вообще нет?
В частности, всегда пи род 2^ равен р? Или, что эквивалентно,
не могут ли быть гомеоморфны некоторые 2Р и S, с р Ф ф Все
это и выясняется в оставшейся части данного раздела.

— Прим.
ред.
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бится только следующее: для всякой ориентируемой
поверхности М существует некоторое конечное число

(равное на самом деле ее роду р) с тем свойство»,
что при применении к М большего числа перестроек
типа 1 получится несвязное многообразие (если
предположить противное, то первые р перестроек
должны привести к сфере, а после этого следующая
же перестройка нарушит связность, ибо род сферы
равен 0).

Теперь мы можем доказать основной результат
этого параграфа.

Теорема 7.1. Каждое компактное связное ориен-

тируемое двумерное многообразие (без края) гомео-

морфно одной из поверхностей 2Р; при этом 2Р и

2g не гомеоморфны, если р Ф q.

Доказательство. Первая часть была доказа-
на в лемме 7.3. Предположим теперь, что 2Р гомео-

морфна 2, с q > р. На поверхности 2д можно про-

вести q
— р последовательных перестроек типа 1, стя-

гивающих окружности, которые опоясывают q — р ее

ручек; в результате мы получим поверхность 2Р. Но
так как мы предположили, что 2Р и Ъя гомеоморфны,
то мы можем считать, что эти перестройки проводи-
лись на 2Р и в результате тоже получилось 2Р.

Повторное проведение этих перестроек привело бы
к сколь угодно длинной последовательности пере-
строек типа 1, примененных к 2Р и оставляющих ее

связной. Это противоречит сделанному выше замеча-

нию, согласно которому каждое компактное ориенти-
руемое двумерное многообразие после некоторого
конечного числам перестроек типа 1 перестает быть

связным. Следовательно, 2Р и 2д не могут быть го-

меоморфными.
Упражнения. 7.2. Докажите, что если на 2Р приводится

перестройка типа 1, то ее результат, если он связен, будет по-

верхностью. Sj с q < р.

(Указание. Предположив, что q 5s А постройте на 2Р сколь

угодно длинную последовательность перестроек типа 1, оставляю-

щую эту поверхность связной.)
7.3. Докажите, что род 2Р равен р. (Ясно, что род 2Р не

меньше р. Предположим, что он больше р. Используя последнее
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упражнение, постройте поел*, .овательность перестроек, которая

превращает поверхность 2Р в сферу, но оставляет строго поло-

жительным ее род.)

7.3. Неориентируемый случай

Прежде чем рассматривать неориентируемые по-

верхности в общем случае, полезно разобрать про-
стой пример, чтобы получить представление, как дей-

ствует закручивающая перестройка (рис. 7.4, 7.5,
7.6). Рассмотрим проективную плоскость; ее можно

представить как сферу, у которой отождествлены па-

ры диаметрально противоположных точек. Таким об-

разом, если мы возьмем единичную сферу хг + уг +

-j- г2 = 1 в трехмерном евклидовом пространстве, то

точку (х, у, z) надо отождествить с точкой (—х,
—у, —г). Так как функция

принимает одинаковые значения в точках (х, у, г)
и (—х, —у, —z), то формула (*) определяет функ»
цию f на проективной плоскости. Теперь мы можем

делать выводы о поведении линий уровня функции /
на проективной плоскости, исследуя уровни функции
х2 -j- 2yz -j- Згг на сфере и помня о том, что пары про*
тивоположных точек отождествляются.

Линии уровня на сфере — это пересечения сферы
с семейством эллипсоидов:

Ясно, что при с < 1 действительных пересечений нет.

При с = 1 имеется две точки пересечения: (±1, 0, 0)
(рис. 7.14). Они, разумеется, определяют одну точку
Ро на проективной плоскости, которая соответствует

минимуму функции f. Пока с возрастает от 1 до 2,

пересечение представляет собой пару овалов на сфере
(рис. 7.15). Отождествление противоположных точек

означает, что на проективной плоскости это будет
одна окружность. При с = 2 пересечение эллипсоида
и сферы устроено так, как это показано на рис. 7.16.

При этом функция / имеет критические точки
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(О, ±1, 0), которые опять определяют одну точку Pi
на проективной плоскости. Когда с возрастает от 2

до 3, пересечение сферы и эллипсоида снова пред-
ставляет собой пару окружностей, как на рис. 7.17, и

Рис. 7.14. Рис.7.15.

снова они определяют одну окружность на проектив-
ной плоскости. Когда с стремится к 3, эти окружности
стягиваются в точки @, 0, ±1) на сфере, определяю-
щие одну точку Рг на проективной плоскости.

Рис. 7.16.

Для детального изучения перехода через крити-
ческий уровень, соответствующий точке Pi, мы заме-

тим, что проективную плоскость можно рассматри-
вать как полусферу у ^ 0 единичной сферы, если
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отождествить противоположные точки окружности, об*

разованной краями полусферы. На рис. 7.18 полусфе-
ра для удобства сплющена в круг. Этот рисунок изоб-

ражает критический уровень функции f, соответствую*

Рис. 7.17.

щий точке Ри а также некритические уровни с обеих

сторон от него. Дуги а и Ь образуют некритический
уровень ниже Ри а дуги end — выше, Противоио-

Рис. 7.18.

ложные точки на границе круга, обозначенные оди-

наковыми буквами, отождествляются. Стрелки на ду-

гах а и Ь показывают некоторое направление враще-
ния на Нижнем уровне функции f; видно, что около

точки Pi линии уровня идут в одном направлении.

Сравнение этого рисунка с рис. 7.5 показывает, что
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при переходе от нижнего критического уровня к верх*

иему происходит закручивающая перестройка.
Эту ситуацию можно описать по-другому, сказав,

что пленка, реализующая закручивающую перестрой-
ку, — это проективная плоскость, в которой вырезаны
две дырки. Таким образом, последовательность k

закручивающих перестроек реализуется такой плен-

кой: надо взять k проективных плоскостей, в каждой
из которых прорезано по две дырки, и отождествить

края одной дырки в каждой из плоскостей с краями
дырки в следующей плоскости.

Последнее построение можно описать в других,
более удобных терминах. Пусть М± и М2 — два связ-

ных многообразия одинаковой размерности1). Возь-
мем точки Р\ и Р2 на М\ и М2 соответственно и вы-

берем их окрестности V\ и U2, которые являются

клетками. Выкинем эти окрестности и образуем объ-
единение множеств М\\Ъ\ и M2\U2, в котором
отождествляются границы клеток f/t и U2. To, что по-

лучится, называется связной суммой многообразий
Mi и М2. Заметим, что она является результатом пе-

рестройки типа 0, которая производится на обычном

(несвязном!) объединении My U М2 и стягивает нуль-

мерную сферу Pi U Рг-
Таким образом, используя введенную терминоло-

гию, можно сказать, что пленка, реализующая после-

довательность k закручивающих перестроек, пред-
ставляет собой связную сумму k проективных плос-

костей, в которой вырезаны две дырки.

Построение связной суммы многообразия М и

проективной плоскости по-другому можно описать

следующим образом. Проективная плоскость полу-

чается из круга отождествлением диаметрально про-
тивоположных точек окружностл. Чтобы соединить ее

с М, надо и в круге, и в М вырезать по дырке. При
этом круг превращается в кольцо, или, что то же са-

мое,, в цилиндр, у которого надо отождествить

диаметрально противоположные точки на одном

1} Они предполагаются непересекающимися; в противном
случае их надо заменить диффеоморфными им непересекающи-
мися многообразиями. — Прим. ред.
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основании. Если совместить отождествляемые точки в

трехмерном пространстве, то получится поверхность,

которую называют «перекрещенным колпаком»

(рис. 7.19). Заметим, что самопересечение получает-
ся из-за неудачной попытки построить перекрещен-
ный колпак в трехмерном пространстве1).. Итак, для
того чтобы получить связную сумму многообразия М
и проективной плоскости, мы должны отождествить

край перекрещенного колпака с краем круглой дыр-
ки в М. Эта операция называется приклеиванием пе-

рекрещенного колпака к многообразию М2). Заме-
тим, что можно было бы получить тот же результат,

вырезав в М дырку и отождествив диаметрально про-
тивоположные точки ее края.

Оставшаяся часть исследования неориентируемых

двумерных многообразий будет дана как ряд упраж-
нений.

Упражнения. 7.4. Пусть М — связное компактное неори-

ентируемое многообразие (без края). Так же, как в § 7.2, по-

кажите, что на М существует функция с одним минимумом, од-

ним максимумом и конечным числом седловых точек. Переставьте
седловые точки так, чтобы соответствующие перестройки типа О

расположились в таком порядке: сначала все разделяющие пере-

стройки, затем — все связывающие и, наконец, закручивающие.

Выведите отсюда, что многообразие М является связной суммой
поверхности M(k), определенной в лемме 7.2, с некоторым чис-

лом проективных плоскостей. Другими словами, М можно

') Проективную плоскость с дыркой можно расположить
в трехмерном евклидовом пространстве и без самопересечений,
ибо она диффеоморфна листу Мёбиуса — позерхности, изобра-
женной на рис. 17 у Милнора. Лист Мёбиуса выглядит проще,
чем перекрещенный колпак, и такие его свойства, как неориен-

тируемость или существование замкнутой кривой, разрез по ко-

торой не нарушает связности, достаточно легко усмотреть не-

посредственно из рисунка. Но если мы хотим, чтобы дырка была
заклеена не в смысле абстрактного отождествления точек, а в

буквальном смысле слова, то приходится пользоваться перекре-
щенным колпаком. — Прим. ред.

2) Хотя в данном случае и принято говорить о «приклеива-
нии», это слово здесь употребляется не совсем в обычном смысле

(прежде чем приклеивать, надо из М выкинуть круг!). Возможно,
лучше было бы говорить о заклеивании дырки в М перекрещен-
ным колпаком или о вклеивании в М листа Мёбиуса. — Прим.
ред.



Рис. 7.19. Последовательные этапы построения
перекрещенного колпака.

d d

Рис. 7.20.
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представить как- сферу с дырками, некоторые из которых попарно
соединены ручками, а остальные заклеены перекрещенными колпа-

ками.

7.5. Буквы и стрелки на рис. 7.20 указывают способ отожде-
ствления, при котором в результате склеивания двух колец полу-
чается связная сумма двух проективных плоскостей, или, что то

Рис. 7.21.

же самое, пара перекрещенных колпаков, приклеенных основа-
ниями друг к Другу. Разрезав по дугам е, f, g, h, указанным на

рисунке, и сложив получившиеся куски по-новому, покажите, что
она гомеоморфна цилиндру, концы которого отождествляются

способом, указанным на рис. 7.21. (Эта поверхность является

Рис. 7.22.

бутылкой Клейна.) Рис. 7.22 изображает результат отождествле-

ния. Снова заметим, что, когда мы строям поверхность в трех«

мерном евклидовом пространстве, получается самопересечение.
7.6. Дайте другое доказательство того, что бутылка Клейна

является связной суммой двух проективных плоскостей, построив
на ней функцию с одним минимумом, одним v чумом и двумя
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седловБшн тояками, ж~ждая из которых соответствует закручи-
вающей перестройке.

7.7. Заметим,что бутылка Клейна является результатом пере-

стройки типа 0, которая проводится на сфере и не сохраняет

ориентации (см. пример 6.11).
Если тепврь Af — проективная плоскость, на которой произ-

водится^ перестройка типа 0, то не имеет смысла говорить, что

перестройка сохраняет ориентацию или нет. Используя это, по-

кажите, что связная сумма бутылки Клейна и проективной пло-
скости гомеоморфна связной сумме тора и проективной пло-

скости. Выведите отсюда, что связная сумма тора и проективной
плоскости гомеоморфна связной сумме трех проективных пло-

скостей.

7.8. Повторным применением результатов предыдущего
упражнения покажите, что связная сумма поверхности 2р с лю-
бым числом проективных плоскостей сама будет связной суммой
проективных плоскостей.

7.9. Предыдущие упражнения показывают, что связное не-

ориентируемое компактное двумерное многообразие (без края)
гомеоморфно поверхности N(k), которая является связной сум-

мой k проективных плоскостей, или, что то же самое, результа-
том приклеивания к сфере k перекрещенных колпаков.

7.10. Покажитетеперь, что N(h) не гомеоморфно N (k) при
h ф k. Проверьте сначала, что если N' получается из N приклеи-
ванием перекрещенного колпака, то род N' больше, чем род N.

Теперь рассмотрите два сорта операций:перестройки типа 1 и уда-
ление перекрещенных колпаков. Покажите, что после проведения

конечного числа таких операций поверхность превращается в сфе-
оу, а дальнейшее применение этих операций нарушает ее связность.

Затем, используя такое же рассуждение, как в теореме
7 '

покажите, что N(k) и N (/г) не гомеоморфны, если k Ф h.
7.11. Докажите,что род N(k) равен k.

7.4. Теорема о трехмерных многообразиях 1)

Пусть М — трехмерное гладкое многообразие
(связное и без края), которое компактно и ориенти-
руемо. Если удалить из М две непересекающиеся
клетки — обозначим их Ео и Е2, — то получится мно-

гообразие М\ край которого есть несвязное объеди-
нение двух двумерных сфер Мо и М2. Таким образом,
М' можно считать пленкой, реализующей некото-

рую последовательность перестроек, превращающих

') В английском оригинале этот раздел находился в § 6, но

в нем фактически предполагается знакомство с некоторыми рас-

суждениями § 7, отчего при переводе он и был перенесен сюда. —

Прим. ред.



160 А.УОЛЛЕС

Mo в М2. Аналогично тому, как это было сделано для
поверхностей (лемма 7.1), можно обеспечить, чтобы
соответствующая функция имела на М ровно

один минимум, притом расположенный внутри
Ео, и ровно один максимум, притом расположен-
ный внутри Е2. Тогда все перестройки, реализуемые
пленкой М', будут иметь тип 0 или 1, причем по

теореме 6.5 мы можем считать, что сначала выпол-

няются все перестройки типа 6, в результате чего по-

лучается некоторое многообразие Mi. Тогда все пе-

рестройки, происходящие на пути от Mt до Мг,
имеют тип 1, или, что то же самое, все перестройки
на пути от М2 до Mi имеют тип 0. Напомним, что

наши перегруппировки перестроек не влияют на М'.

Возвращая трехмерные клетки, которые мы удалили
вначале, мы видим, что М является объединением

двух многообразий Wi и W2 с общим краем Mi. Так
как все перестройки, превратившие двумерную сферу
в Mi, имели тип 0 и были ориентируемы, Wi и W2
представляют собой шары с ручками. Мы доказали

следующее утверждение:

Теорема 7.2. Трехмерное компактное ориентируе-
мое многообразие (связное и без края) является

объединением двух шаров с ручками, поверхности

которых отождествлены посредством некоторого го-

меоморфизма1).

§ 8. ПОСЛЕДУЮЩИЕ ШАГИ

Здесь мы хотим дать некоторые указания о раз-
витии нашего предмета за пределами того круга эле-

ментарных идей и методов, которого мы до сих пор

придерживались. Подробный разбор затрагиваемых
вопросов потребовал бы более глубоких знаний ряда

разделов алгебраической топологии, но поскольку это

выходит за рамки данной книги, мы ограничимся на-

бросками, которые должны всего лишь создать из-

') Такое разбиение трехмерного многообразия на два шара

с ручками называется разбиением Хегора. — Прим. ред.
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-вестные интуитивные представления. Те, кто пожелает

узнать об этом подробнее, найдут некоторые реко-
мендации для дальнейшего чтения в конце книги.

8.1. Убивание гомотопических классов

Иллюстрацией к этому разделу может служить
пример 6.5; тор преобразуется в сферу перестройкой
типа 1. Эта перестройка — процесс упрощения. Мож-
но считать, что сфера проще тора в следующем
смысле: любой замкнутый путь на сфере можно на

этой сфере стянуть в точку, тогда как, например, ок-

ружность а на рис. 8.1 нельзя стянуть в точку на торе.

Рис. 8.1.

(Мы приводим эти утверждения как интуитивно оче-

видные; при строгом изложении нужны точные фор-
мулировки и доказательства.)

Посмотрим, как можно обобщить эти соображе-
ния. Первый шаг — классифицировать замкнутые
кривые на многообразии М. Замкнутый путь, или

петля в точке х на М, — это такое непрерывное ото-

бражение f: I —> М, где / — единичный интервал на

оси вещественных чисел, что /@) = /A) = х. Иначе
можно рассматривать/ как отображение окружности



162 А.УОЛЛЕС

в М, при котором выбранная точка на окружности пе-

реходит в точку х. Мы будем называть две таких

петли fug гомотопными и писать / ~ g, если суще-
ствует такое непрерывное отображение F; 1 У, I -* М,
что

f) = x при всех tel.

Геометрически это означает, что jF отображает квад-

рат в многообразие М так, что нижняя сторона ото-

бражается при помощи /, верхняя
—

при помощи g,
а боковые стороны переходят в точку х. Интуитивно
же это означает, что если рассматривать / как время,
то в течение единичного интервала времени путь /
непрерывно деформируется в g. Оказывается, что от-

ношение ~ между замкнутыми путями является от-

ношением эквивалентности, и поэтому множество
петель в точке х можно разбить на классы эквивалент*

ности. Класс, содержащий /, называется гомотопи-

ческим классом замкнутого пути (петли) /. Множе-
ство гомотопических классов петель в точке х на М
мы будем обозначать через niffl,x). В этом множе-

стве можно ввести алгебраическую структуру сле-

дующим образом. Для двух петель f и g в точке х

мы определим fg = h как путь, который получится,
если сначала пройти по f, а потом по g. Этот путь за-

дается формулами

h(s) = g{2s-l), !<s<l.
Тогда можно показать, что если f ~ f, ag~ g', то

fg ~ f'g'- Поэтому, обозначая гомотопический класс

f через J и аналогично обозначая гомотопические

классы остальных путей, мы можем определить про-
изведение гомотопических классов, положив



§ 8. ПОСЛЕДУЮЩИЕ ШАГИ F3

Правая часть здесь зависит только от гомотопических

классов путей f и g, а не от конкретных путей fug,
которые эти классы представляют. Можно показать

см. [46]), что это умножение является групповой
операцией, для которой единицей будет класс по-

стоянного пути
—

пути, переводящего весь отрезок /
в точку х, а обратный элемент получится, если пройти
путь в обратном направлении. Таким образом,
j\i(M,x) превращается в группу — это фундаменталь-
ная группа многообразия М1).

Все это можно сделать для любого топологическо-
го пространства. Однако если М — гладкое компакт-

ное многообразие, то можно показать, что группа
ni(M, x) имеет конечное число образующих. Кроме
того, если размерность многообразия М больше 2, то

соображения о приведении в общее положение (§ 6.7)
показывают, что в каждом гомотопическом классе

всегда содержится путь f, который является гладким

вложением окружности в М. Если М ориентируемо,
эта окружность будет-лрямо вложенной (определе-
ние 6.2).

Предположим теперь, что М — ориентируемое
гладкое многообразие размерности, большей 2, и

пусть б[, а2, ..., аг — образующие группы ni(M, x).
Как мы уже говорили, путь аг можно представить
окружностью аг, которая прямо вложена' в М. Про-
изведем перестройку типа 1, которая стягивает ок-

ружность аг, превращая многообразие М в ЛГ. Грубо
говоря, действие этой перестройки состоит в том, что

мы встраиваем в многообразие круг, краем которого
является окружность аг. Поэтому оказывается, что

в М' путь аг гомотопен постоянному. Другими слова-

ми, гомотопический класс аг становится единичным.

Однако других рбразующих с^, а2, ..., аг_[ переход
от М к М', как можно показать, не затрагивает. Итак,
фундаментальная группа многообразия М' получается
из фундаментальной группы М при замене одной об-

разующей аг на единицу. Обычно называют эту опера*

') Фундаментальная группа рассматривается во многих учеб-
никах алгебраической топологии: [36*], [49*], Г —Прим. ред.



164 А.УОЛЛЕС

цию убиванием класса аг. Ясно, что, проделав такую

операцию с другими образующими, мы можем убить
всю фундаментальную группу.

Этот результат можно сформулировать, сказав,

что ориентируемое гладкое многообразие путем сфе-
рических перестроек типа 1 может быть преобразова-
но в многообразие с нулевой фундаментальной груп-
пой1). Или, используя теорему 6.3, можно сказать,

что данное многообразие бордантно многообразию
с нулевой фундаментальной группой. Здесь не нужно
накладывать условие, что размерность больше 2; ведь
мы уже знаем, что ориентируемое двумерное многооб-

разие является сферой с ручками, а ее легко преоб-
разовать в сферу с помощью перестроек типа 1, каж-

дая из которых стягивает окружность, опоясываю-

щую одну из ручек.
Изложенные идеи можно еще обобщить. Элементы

из 7ti(M, х) можно считать гомотопическими класса-

ми окружностей в М. Можно определить другие
группы пг{М, х), элементами которых являются го-

мотопические классы r-мерных сфер в М. Тогда клас-

сы, представленные прямо вложенными г-мерными

сферами, можно убивать с помощью перестроек ти-

па г. Операции такого рода могут привести к упро-
щению строения многообразия и быть полезными при

решении задач о классификации.

8.2. Компенсирующие перестройки и сокращение

Мы уже видели, что если М' получается из М сфе-

рической перестройкой типа г, при которой стяги-

вается сфера Sr и возникает сфера Sn~r~l, то мы мо-

жем вернуться от М' к М, делая перестройку типа

п — г— 1, при которой стягивается сфера S71'' и воз-

никает сфера Sr. Однако при определенных условиях

существует более интересный и менее очевидный спо-

соб обратить действие перестройки. Рассмотрим сна-

чала следующий пример.

') Заметим, что многообразие с нулевой фундаментальной
группой называется односвязным. — Прим. ред.
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Пример 8.1. Начав с двумерной сферы М, пре-
образуем ее в тор перестройкой ф типа 0 (сохраняю-
щей ориентацию), которая стягивает нульмерную
сферу S0. Этот процесс описан в примере 6.4. Пусть
В— трубчатая окрестность сферы S0 — это пара не-

пересекающихся кругов. Край окрестности В имеет

вид S° X 51 (пара окружностей) и для фиксирован-
ной точки р содержит множество S°X{p}> которое
можно считать смещенным экземпляром сферы S0.

Но S0 является границей одномерной клетки ?*

в М. Подберем эту клетку так, чтобы она пересекала

границу окрестности В по множеству S° X {р)- Тогда
можно удалить из Ei ее часть, лежащую в окрестно-
сти В, и полученная клетка El будет иметь множе-

ство S0 X {р} своей границей.
Для получения тора М' мы приклеиваем к М\В

ручку Ei X 51. На этой ручке имеется отрезок, концы

которого соединяют концы отрезка ?о, при этом об-

разуется окружность 51 на торе. Ясно, что, сделав

перестройку тора ф', которая имеет тип 1 и стягивает

эту окружность, мы вернемся к сфере.
Исследуя этот процесс более подробно, можно

извлечь дополнительную информацию. Мы уже ви-

дели, что пленка, реализующая перестройку ф, пред-
ставляет собой сплошной тор, из внутренности кото-

рого вырезан шар, причем границей шара будет М,
а внешней границей тора

— М' (пример 6.7). Поверх-
ности уровня связанной с этой перестройкой функции
(см. теорему 6.1) начинаются с М и продолжают ос-

таваться двумерными сферами до тех пор, пока мы

не достигнем критического уровня. Этот уровень

представляет собой тор, на котором одна окружность

стянута в точку. Поверхности уровня, идущие за кри-
тическим, все являются торами. Видно, что, когда мы

перебираем уровни, начиная с М, отрезок ?' появ-

ляется на каждом из них до тех пор, пока его концы

не соединятся на критическом уровне, образовав ок-

ружность S1. Эта окружность уже сохраняется на

всех последующих уровнях. Построим теперь пленку,
реализующую две перестройки, из которых первой
выполняется ф, а потом ф'. Для этого надо приклеить
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пленку, реализующую перестройку ф', к той пленке,

реализующей ф, которая у нас уже имеется. На при-
клеиваемой пленке уровни, предшествующие критиче-
скому, можно представлять себе как расширяющееся
семейство торов — все они содержат внутри себя
сплошной тор, являющийся пленкой перестройки ф, и

уровни, более близкие к критическому, заключают вну-

три себя уровни, более далекие от него. Окружность
S1, которую можно представлять себе расположенной
на «горловине» тора, по мере приближения к кри-
тическому уровню уменьшается и, наконец, стяги--

вается в критическую точку: мы достигли крити*
ческого уровня, который выглядит как сфера с при-
тянутыми к центру полюсами. Вне критического уров-
ня поверхности уровня становятся сферами. Поэтому
пленка, реализующая перестройки ф и ф', является

шаром, внутри которого сделана шаровая полость.

Здесь интересно, что эта пленка в действительности
имеет вид МУ\1. Другими словами, перестройки ф
и ф' не только погашают друг друга в том смысле,

что их последовательное выполнение приводит нас

опять к многообразию М, но они еще и реализуют-
ся наиболее простой из всех возможных пленок —

произведением My^I.

Существенное обстоятельство в этом примере то,
что сфера ST, стягиваемая первой перестройкой, яв-

ляется границей клетки Er0+l в М, причем эта клетка

в процессе перестройки замыкается, образуя прямо
вложенную сферу Sr+1 в М'. Вторая перестройка ф'
стягивает эту сферу. Сейчас мы покажем, что всякий

раз, когда выполняется это условие, последователь-
ность перестроек ф, ф' реализуется произведением
MX/1)-

') Короче это утверждение можно сформулировать так: если

последовательно выполняемые перестройки ф и Ф' таковы, что

Ф' стягивает сферу Sr+l, которая ровно в одной точке пересекает
сферу Sn~T~l, возникающую при перестройке ф, и при этом сферы
находятся в общем положении («трансверсальное пересечение» по

терминологии Милнора, стр. 250), то пленка, реализующая ф и Ф\

диффеоморфна М\[. Клетка ?j+l и обсуждение в двух сле-

дующих абзацах Уоллеса нужны для того, чтобы разобраться.
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Итак, пусть Sr — прямо вложенная сфера в мно-

гообразии М, и предположим, что Sr является гра-

ницей клетки ?о+1> гомеоморфйо и гладко вложенной
в М. Мы собираемся сделать перестройку, которая
стягивает сферу Sr, удовлетворяющую этому допол-

нительному условию. Сфера Sr имеет в М трубча-
тую окрестность В со структурой произведения: В
имеет вид Sr X Еп~т, а граница В есть ST X Sn~r-1.

как может возникнуть такая ситуация (это нужно как для дока-

зательства сформулированного утверждения, так и при его при-

менении).
Строго говоря, Уоллес не доказывает сформулированного

утверждения, потому что в последующих рассуждениях не уде-

лено никакого внимания гладкости. (Кстати, «клетки» теперь, как

правило, из-за «углов» на своих краях будут не диффеоморфны
шару, а только гомеоморфны.) Невнимание к гладкости «мстит

за себя» довольно неожиданным образом: не только не полу-

чается диффеоморфизма между пленкой и MX' (это-то понят-

но), но и при построении гомеоморфизма встречаются трудности
(см. следующую сноску).

Тем не менее ознакомление со следующими несколькими

страницами очень полезно, ибо дает ясную геометрическую кар-
тину того, как «взаимно сокращаются» перестройки Ф и <р'. (Быть
может, вся книга писалась ради этих именно страниц! Надо
только ясно отдавать себе отчет, что здесь доказано, а о чем
лишь рассказано.) Читателю, вероятно, покажется правдоподоб-
ным, что их содержание можно «подправить», позаботившись

о гладкости, и получить в итоге доказательство диффеоморф-
ности. Это действительно можно сделать, но это довольно гро-

моздкое дело (более громоздкое, чем аналогичная корректи-
ровка § 6). Полное доказательство имеется в книжке Милнора
[24*] (теорема 5.4) и занимает 15 страниц, хотя Милнор проводит
рассуждения не в терминах наглядных геометрических операций
(выбросим, склеим...), а на более удобном для «наведения глад-
кости» языке функций и векторных полей.

Я немного изменил текст этого раздела, надеясь сделать его

более ясным. Основное изменение состоит в том, что я вставил

три абзаца, где, если можно так выразиться, резюмируется экс-

позиция предстоящей драмы — еще раз упомянуто о всех тех

множествах в М и М', которые будут участвовать в дальнейших
построениях, и об их взаимном расположении.

Наконец, обращаю внимание, что при переходе от функции
с несколькими минимумами к функции с одним минимумом
(лемма 7.1) фактически происходит сокращение перестроек ти-

па— 1 и 0. Этот пример, как и тот, с которого начинается дан-

ный раздел, полезно проанализировать в свете последующих по-

строений. — Прим. ред.
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Предположим, что клетку ?о+1 можно подправить

путем малого шевеления так, чтобы ее пересечение
с границей окрестности В имело вид Sr X {р), где

р
— точка на Sn~r-1. Сейчас нам будет удобнее счи-

тать, что клетка ?о+1 содержится в М \ В; тогда
ее граница

— сфера SrX{p)— fwnpj лежать на об-

щей границе В и М \ В.

Пусть М' — результат преобразования М при по-

мощи перестройки ф. Чтобы построить М', мы до-

бавляем ?г+1 X S"-1-' в А1\В и подходящим обра-
зом отождествляем граничные точки. В частности,

клетки Ег+Х X {р} и ?о+1 склеиваются вдоль своих

границ, образуя сферу Sr+1 в М'. Предположим, что

выполнено дополнительное условие: сфера Sr+l пря-
мо вложена в М'. Можно показать, что это будет так,

если представление окрестности В в виде прямого

произведения, участвующее в построении ф, удовлет-
воряет некоторым условиям, однако здесь мы не бу-
дем этого обсуждать. Разумеется, условие «5Г+1
прямо вложена в М'» не будет автоматически вы-

полняться во всех возможных случаях. Оно не вы-

полняется, например, для перестройки типа 0 на

сфере, не сохраняющей ориентации.
Итак, предполагая, что сфера Sr+l прямо вложе-

на в М', рассмотрим ее трубчатую окрестность В',

представленную в виде произведения, и пусть ф'— со-

ответствующая перестройка типа г+1. стягивающая

сферу Sr+i. Заметим, что если разложить Sn~r~'

в объединение двух клеток Е1~'~х и Е%~г~\ первая
из которых содержит точку р, то В' можно предста-

вить как объединение окрестности ET+i X E"~r~l клет-

ки Er+l X {р} в ?r+1 X Sn~r~l и окрестности клетки

?о+1 в М \ В. Последняя окрестность сама является

л-мерной клеткой Ед.

До сих пор мы не рассматривали Sn~r~l как ка-

кую-то определенную сферу в М', однако позднее бу-
дет удобно, зафиксировав какую-нибудь точку q
внутри клетки ?r+i, говорить о сфере \q) X 5n~r-1 с:

с М' как о сфере Sn"r"', ("Это обычный прием, когда

сомножитель считается вложенным в прямое произ-
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ведение, например ось х — в плоскость (х, у). Кон-
кретный выбор q в данном случае безразличен.) Тог-

да можно будет сказать, что перестройка, обратная
к ф, стягивает сферу Sn~r~1 (подробнее: она изымает

из М' окрестность Er+l X Sn~r~l этой сферы и вместо

нее «вклеивает» В .= 5Г X Еп~т) ¦

Отметим своего рода симметрию между пере-
стройкой ф' и перестройкой, обратной к ф: стягивае-

мые ими сферы Sr+i и 5та~г-1 многообразия М' имеют

ровно одну общую точку (q,- р) и эта точка имеет

в М' окрестность Er+l Х.Е"~Г~1; сфера Sr+i пересе-
кает эту окрестность по клетке Ег+1 X {/?}, a Sn~r~l —

по клетке Е"~г~1 (бывшая {q} X Ei~r~x); сфера Sr+l
является объединением первой клетки (лежащей в

этой окрестности) и клетки ?о+1 (лежащей вне

этой окрестности), а сфера 5П~Г~' — объединением

клетки Ei~r~x (лежащей в названной окрестности)
и клетки Е\~т~х (лежащей вне ее). После того как

мы обозначили окрестность клетки Eo+l в М \ В

(т.е. фактически, в М'\ (?г+4 XS"-'" )) через Ео,
естественно обозначить окрестность клетки ?г~г~' в

М'\В' через El.
Проследим теперь за построением пленки, реали-

зующей последовательность перестроек: ф, затем ф'.
Напомним, что пленка, реализующая перестройку, по-

лучается так: к произведению

(•) (многообразие\окрестность стягиваемой сферы) X
X интервал

надо добавить (д + 1)-мерную клетку и произвести
определенные отождествления граничных точек; кро-
ме того, исходное многообразие интерпретируется как

одна часть края пленки, а перестроенное — как дру-
гая часть (не пересекающаяся с первой). Так как у

нас будут две пленки, реализующие ф и ф\ то удоб-
но будет чуть-чуть изменить обозначения: при по-

строении первой пленки мы будем обозначать интер-
вал в (*) через / и считать, что / = [0, 1], а при
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построении второй пленки мы будем обозначать интер-
вал через /' и считать, что /' = [1, 2]. (Это соответ-

ствует тому, что если М лежит в евклидовом про-
странстве <&, первая пленка расположена в <S~y(l
(причем & мы естественным образом отождествляем

с <$ X {0}) и ЛГ получается в пересечении этой плен-

кис 8 X {!}. то вторую пленку естественно располо-
жить в 8 X /'; тогда пленка, реализующая последо-
вательность перестроек ф и ф', будет просто объедине-
нием этих двух пленок, как это обсуждалось в § 6.
Она будет расположена в 8 X I", где /" = / U /' =
= [0, 2], и конечным результатом перестроек ф, ф'
будет ее пересечение с ^Х {2}. Мы будем доказы-

вать, что она гомеоморфйа М X /".)
Далее, пленка, реализующая перестройку ф, по-

лучается добавлением к (М \ В) X I (п + 1).-мерной
клетки Е с надлежащим отождествлением гранич-

ных точек. Пересечение клетки Е с М равно В, тогда
как ее пересечение с М' есть множество Er+l ^
X Sn-r~i, добавляемое к М \ В при построении ф.
С другой стороны, пленка, реализующая ф', полу-
чается добавлением к (М'\5')Х* (я+ 1)-мерной
клетки ?', пересечение которой с М' равно В'. По-

этому пересечение клеток Е и Е' совпадает с пересе-
чением множеств В' и ET+i X Sn~T~x. Это пересечение

можно записать как ?Г+1Х ?""'""' (см. замечание,

сделанное выше о строении окрестности В'). Суще-
ственно то, что это л-мерная клетка. Таким образом,
(п + 1)-мерные клетки Е и Е' пересекаются по

л-мерной клетке, лежащей на границе каждой из них.

Отсюда следует, что Е [) Е' есть (п + 1)-мерная клет-

ка.

Замечание1). Читателю рекомендуется, прежде всего,

изобразить на рисунке склеивание двух двумерных или трехмер-
ных клеток Е, Е' по одномерной, соответственно двумерной, клет-

ке К = 2 П 2', где S и 2' — границы Е и Е', и убедиться, что

получается снова клетка. Нетрудно сообразить, что этот факт
тесно связан с таким: в данном случае 2\/( и %\К—тоже
клетки.

') Добавлено редактором перевода. — Прим. ред.
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Вероятно, довольно неожиданным покажется следующее

предостережение: при п>3 на я-мернон сфере S" существует
такое множество К, гомеоморфное шару

что Sn \. К не гомеоморфно Int Dn. Перефразировка: при п ^ 3
в евклидовом я-мерном пространстве R" существует гомеоморф-
ное сфере Sn~l множество, делящее Rn на такие две области,
что замыкание внутренней области гомеоморфно D", но внеш-

няя не гомеоморфна Rn\Dn. Этот монстр заслуживает того»
чтобы на него посмотреть:

(Каждое щупальце образует бесконечное число петель, стягиваю--

щихся к одной точке.) Заметим, что нарушение гладкости в «кон-

цах щупалец» является, в некотором смысле, более сильным, чем

то, которое бывает связано с наличием «углов».
С другой стороны, сравнительно легко доказать, что Е U Е'

будет клеткой при гладких Е, Е', К. Впрочем, та негладкость,

которая возникает при построениях этого раздела, как и в § 6,
связана только с появлением «углов»; такая негладкость еще не

мешает, но в общем случае это доказывается сложнее.

Далее будут еще два места, где можно сделать аналогичное

замечание: во-первых, построение клетки Е"; во-вторых, когда

определенная часть границы Е" представится в виде Sn-1 X Iя
и мы захотим продолжить это представление до представления
Е" =D«x /". Когда имеется всего два-три излома во вполне

определенных местах, то можно рассчитывать, что удастся при-

думать короткое рассуждение, учитывающее специфику именно

данных изломов; однако если в довольно длинном построении

углы возникают на каждом шагу, то к концу их накопится до-

вольно много и они будут расположены в самых разных частях

фигуры. Тогда ничего иного не остается делать, кроме как счи-

тать, что мы рассматриваем «общий» случай «фигур с углами»,
а это значит развить целую теорию с точными определениями,

леммами и тому подобным. Проще все время «сглаживать» углы.
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Теперь мы добавим к Е U Е' еще несколько кус-
ков так, что в результате по-прежнему получится
(п + 1) -мерная клетка. Сначала добавим множество

?оХ/. лежащее в (М \ В) X /; здесь ?о — как и

раньше, окрестность клетки Er0+i в М \ В. Множе-

ство ЕоХ.1 пересекает Е (J Е' по двум множествам:

первое — ?оХШ (это пересечение с Е'), а второе

имеет вид Sry<^E"~r~1 Х^ (эт0 пересечение с Е; оно

возникает из-за того, что пересечение ?" с -В имеет

вид Sr\E'i~r~l). Теперь легко видеть, что объеди-

нение Е" X / с ? U Е' по-прежнему является (п -}-,
4- 1)-мерной клеткой.

Относительно доказательства последнего утвер-
ждения укажем следующее. Пусть En+l есть (п +,

+ 1)-мерная клетка, ограниченная сферой Sn, а К—
любое fi-мерное многообразие с краем, лежащее в Sn.

Тогда объединение Еп+1 и К X Л в котором точки

К в ?"+! отождествляются с точками множества

К X {0} в КУ.1, является (п + 1)-мерной клеткой.

Это почти тривиально. Наша ситуация немножко

сложнее: в крае многообразия К имеется такое

(п— 1) -мерное подмногообразие L, что Sn содержит
множество L X /, часть L X {0} которого отождест-

вляется с L, а остальная часть с К не пересекаетря;
это множество L X / в S™ отождествляется с множе-

ством L X / в /С X /• Надо показать, что в результа-
те по-прежнему получается (п -\- 1) -мерная клетка.

Теперь заметим, что точки, только что добавлен-
ные к Е \j E', все содержатся в пленке, реализующей
перестройку ф. Напомним также, что существует не-

кая симметрия между перестройкой ф' и перестрой-
кой, обратной к ф; об этом уже говорилось. Еще одно

множество точек, которое мы сейчас добавим к

Е U Е', лежит в пленке, реализующей ф', и выступает
по отношению к перестройке, обратной к ф\ в той же

роли, в какой выступает уже добавленное нами мно-

жество ЕоУA по отношению к перестройке ф.
А именно, мы добавим множество, вида Ely^l', где
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Е" — уже упоминавшаяся окрестность клетки Е\~т~к
(второй половины сферы Sn~r~l) в М'\В'. При
этом граничные точки снова отождествятся так, что

в результате получится (п+ 1)-мерная клетка.

Обозначим через Е" (п + 1) -мерную клетку, по-

лученную добавлением к Е U Е' двух только что опи-

санных множеств, и посмотрим, что останется от

пленки, реализующей перестройки ф и ф', после уда-

ления Е". То, что останется от пленки, реализующей
ф, представляет собой произведение (М \ В) X /> из

которого выброшено множество ?0"Х/. Результат
имеет вид /V X /. где N = М\ В\ Ео- Заметим, что

Л^Х{1} есть дополнение в М' к окрестностям сфер
5«-r-i и Sr+l. Аналогично, дополнение к Е" в плен-

ке, реализующей ф', имеет вид N' X I'• Но так как

оно пересекается с М' по тому же множеству, что и

N X U N' будет равно NX{\}. Таким образом, до-
полнение к Е" в общей пленке перестроек ф, ф' имеет

вид NY.I". Кроме того, структура произведения на

Л' X 1" индуцирует структуру произведения на части

границы Е", остальная же часть состоит из двух

rt-мерных клеток, а именно клетки В U Е" в исход-

ном многообразии М и аналогичного множества на

многообразии, полученном в результате последова-
тельного проведения перестроек ф и ф'. Эту структуру
произведения можно продолжить до структуры на

всей клетке Е", которая тогда представится в виде

произведения отрезка /" на n-мерную клетку, и если

теперь мы соединим это Е", представленное как про-
изведение, с произведением N X 1", то окажется, что

пленка, реализующая последовательность перестроек
Ф, ф', представляется в виде произведения М X !"•
В частности, это означает, что последовательное вы-

полнение перестроек ф и ф' дает тождественное пре-

образование многообразия М.
Если перестройки ф и ф' связаны так, как описа-

но выше, то мы будем говорить, что перестройка ф'
компенсирует перестройку ф. Суммируя наши резуль-

таты, можно сказать, что при последовательном

выполнении перестройки и компенсирующей ее
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перестройки многообразие М не меняется, а пленка,

реализующая эти две перестройки, имеет вид М X ?•

1риложение к трехмерным многообразиям
Из результата предыдущего раздела вытекает ин-

тересное следствие, относящееся к строению ориен-
тируемого трехмерного многообразия.

Сначала заметим, что, вообще, если ф— сфериче-
ская перестройка типа г на М, удовлетворяющая
условию предыдущего раздела, то ф преобразует М в

М', а компенсирующая перестройка ф' преобразует
М' обратно в М. Но это означает, что перестройка,
обратная к ф', преобразует М в М', причем тип этой

перестройки равен п — г — 2. Другими словами, если

многообразие М превратилось в М' в результате пе-

рестройки типа гу, удовлетворяющей условию преды-

дущего раздела, то М можно также превратить в М'

некоторой перестройкой типа п — г — 2.

Пусть теперь М — компактное ориентируемое
трехмерное многообразие (связное и без края). Суще-
ствует теорема 4), утверждающая, что каждое такое

многообразие является краем некоторого ориентируе-
мого четырехмерного многообразия (см. [51]). Мы
можем удалить из этого четырехмерного многообра-
зия четырехмерную клетку; получится многообразие,
край которого является несвязным объединением

многообразия М и трехмерной сферы. Следовательно
(теорема 6.3), можно получить М из сферы при по-

мощи конечного числа сферических перестроек, при-
чем все перестройки типов 0 и 2 будут сохранять

ориентацию2). Каждая ориентируемая перестройка

') Впервые доказанная В. А. Рохлиным. — Прим. ред.
2) В данном случае перестройка ф', обратная к перестрой-

ке Ф типа 2, является перестройкой типа 0, и мы говорим, что Ф

сохраняет ориентацию, если Ф' сохраняет ориентацию. Сохране-
ние ориентации при всех перестройках следует из того, что в дан-

ком случае можно «согласованно» ориентировать все многообра-
зия уровня функции, соответствующей перестройке. Для этого

надо воспользоваться ориентацией пленки и тем, что для любой

ее некритической точки в касательном пространстве к пленке

имеется однозначно выделенный луч, перпендикулярный к много-

образию уровня и направленный в сторону возрастания функ-
ции. — Прим. ред.
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типа 0 заведомо удовлетворяет условию предыдущего

раздела, так как сфера 5°, стягиваемая такой пере-
стройкой, является границей клетки Е', а концы этой
клетки в процессе перестройки соединяются, образуя
прямо вложенную окружность. Поэтому, следуя сде-

ланному выше замечанию, мы можем заменить каж-

дую перестройку типа 0 на пути от S3 до М пере-
стройкой типа 1. Перестройки типа 2 обратны к пере-
стройкам типа 0, так что их тоже можно заменить

перестройками типа 1 (в данном случае перестройка,
обратная к перестройке типа 1, также имеет тип 1).
Следовательно, данное многообразие М получается
из трехмерной сферы конечным числом перестроек
типа 1.

Описывая явно действие перестройки типа 1, мы

приходим к следующей теореме 1):

Теорема 8.1. Ориентируемое компактное трех-

мерное многообразие (связное и без края) можно по-

лучить из трехмерной сферы, если вырезать из нее ко-

нечное число непересекающихся сплошных торов
(множеств вида S1 X ?) и заполнить получившиеся
полости новыми сплошными торами, подходящим спо-

собом отождествляя границы.

Отметим, что граница каждой полости имеет вид

S1 X S1, и существует на самом деле бесконечное
число способов отождествить ее с границей сплошно-

го тора; поэтому существует бесконечное число раз-
личных построений такого сорта. Однако нелегко ре-
шить вопрос о том, когда два таких различных по-

строения приведут к одинаковому результату. Для
этого в первую очередь понадобилось бы решение
проблемы Пуанкаре. Гипотеза Пуанкаре заключает-

ся в том, что всякое ориентируемое трехмерное мно-

гообразие, на котором любую окружность можно

стянуть в точку, является на самом деле трехмерной
сферой. Она не доказана и не опровергнута.

') Принадлежащей Дену, который доказывал ее иначе (это
было задолго до появления теоремы Рохлина). — Прим. ред.





Посвящается

Хайнцу Хопфу

Дж. МИЛНОР

Топология

с дифференциальной
точки зрения



ПРЕДИСЛОВИЕ

Эти лекции были прочитаны в декабре 1963 г. в

университете штата Вирджинии при поддержке
Пейдж-Барбуровского лекционного фонда1). В них

представлены некоторые темы из начальных разде-
лов топологии, сконцентрированные вокруг введен-
ного в 1912 г. Брауэром определения степени отобра-
жения. Используемые методы, однако, — это методы

дифференциальной топологии, а не комбинаторные
методы Брауэра.

Центральную роль играют понятие регулярного
значения и теорема Сарда и Брауна, утверждающая,
что каждое гладкое отображение имеет регулярные
значения.

Для упрощения изложения все многообразия счи-

таются бесконечно дифференцируемыми и явно

вложенными в евклидово пространство. Начальные

сведения из теоретико-множественной топологии и тео^

рии функций действительного переменного предпола-
гаются известными и используются без доказа-
тельств.

Я хотел бы выразить благодарность Дэвиду Уиверу,
чья преждевременная смерть опечалила всех нас. Его

превосходные записи сделали возможным появление

этой книги.

Дж. Милнор
Принстон, Нью-Джерси

1) В американском издании сообщаются некоторые сведения
об этом фонде: он называется по имени своих основателей и

предназначен для чтения в университете Вирджинии циклов лек-

ций выдающимися деятелями в какой-либо отрасли науки.
—

Прим. ред.
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ГЛАДКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Сначала объясним некоторые обозначения и тер-
мины: Rk обозначает ^-мерное евклидово простран-

ство; таким образом, точка х е Rk— это набор k
действительных чисел

X = (•?], . .
., Хк).

Пусть U cz Rh и Y a R1 — открытые множества.

Отображение / множества U в V (будем писать

/: U -> V) называется гладким, если все частные про-

изводные dnf/dxii ... dxifi существуют и непрерывны.
Более общо, пусть Xci Rh и Y a R1 — произволь-

ные подмножества евклидовых пространств. Отобра-
жение /: X —* Y называется гладким, если для любой
точки jtel существуют открытое множество Uс Rh,

содержащее х, и гладкое отображение F: U -> R1, со-

впадающее с / на U П X ').
Заметим, что если отображения /: X -> Y и

g: Y—* Z гладкие, то композиция g°f: X-* Z тоже бу-
дет гладким отображением. Тождественное отображе-
ние произвольного множества X автоматически яв-

тяется гладким.

Определение. Отображение /: X—>Y назы-

вается диффеоморфизмом, если f гомеоморфно2)

') Определение понятия «функция, гладкая на подмножестве

евклидова пространства» у Милнора на первый взгляд кажется

более широким, чем у Уоллеса (определения 2,2, 2.3), но с по-

мощью подходящего разбиения единицы ([30], стр. 22, теорема 1)
можно доказать- их эквивалентность. Впрочем, для дальнейшего
это не важно. — Прим. ред.

2) Отображение /: X ->- Y называется гомеоморфизмом мно-
жеств X и У, если f(X) — Y, отображение f взаимно однозначно

и как f, так и обратное к нему отображение /"' непрерывны. —
Прим. ред.
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отображает X на Y, и оба отображения f и /-' глад-
кие ').

Мы можем приблизительно охарактеризовать
предмет дифференциальной топологии, сказав, что

она изучает те свойства множества X cr Rk, которые
инвариантны относительно диффеоморфизмов.

Однако мы не хотим рассматривать совершенно
произвольные множества X. Следующее определение
выделяет особенно интересный и полезный класс.

Определение2). Подмножество М cz Rk назы-
вается гладким многообразием размерности m (или
гладким m-мерным многообразием), если для каждой
точки х е М существует окрестность W С\ М, которая
диффеоморфна открытому подмножеству U евклидо-
ва пространства Rm.

Любой данный диффеоморфизм g: U -* W (} М

называется параметризацией области W (] М. (Об-

ратный диффеоморфизм W П М —> U называется си-

стемой координат на W Л М.)
Иногда нам понадобится рассматривать многооб-

разия размерности нуль. По определению М — нуль-
мерное многообразие, если каждая точка хеМ
имеет окрестность W П М, состоящую только из нее

самой.

Примеры. Единичная сфера S2, состоящая из

всех точек (л:, у, z) ei?3, удовлетворяющих условию
х2 + У2 + 22 = 1, является гладким многообразием
размерности 2. Действительно, диффеоморфизм

(х, у)-*(х, у, \Л — х2 — у2) при х2 + у2< 1

1) Согласно определению гладкости, если xelcS1 и

у е Y с: R1, то существуют такие гладкие отображения
g: U -*¦ R' и ft: V-*¦ Rh, где U и V — некоторые окрестности то-

чек х и у в R11 и R1, что совпадают ограничения

h\ УПГ^Г1 \V(]Y.

Обратите внимание, что g и ft уже не обязаны быть обратными
по отношению друг к другу.

— Прим. ред.
2) С более общей точки зрения (см. Уоллеса), здесь опре-

деляются гладкие подмногообразия евклидова пространства. —

Прим. ред.
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параметризует область z > 0 на S2. Поменяв ролями
х, у, z и изменив знаки у переменных, мы получим по-

добные же параметризации областей х > О, у > О,
х ¦< 0, у < 0 и 2<<0, которые покрывают сферу.
Следовательно, S2—гладкое многообразие.

Рис. 1. Параметризация области на М.

Вообще сфера Sn~lczRn, состоящая из всех то-

чек (xi хп),удовлетворяющих условию 2 *f = 1.
является гладким многообразием размерности п— 1.

Например, S0 с: R1 — многообразие, состоящее ровно
из двух точек.

Множество всех точек (х, у) е R2, для которых
х Ф 0 и у = sin(l/x), дает несколько более «дикий»
пример гладкого многообразия.

Касательные пространства и производные

Для того чтобы определить понятие производ-
ной1) гладкого отображения f: M—*N, где М и N —

гладкие многообразия, мы сначала свяжем с каждой
точкой х е М cz Rk линейное подпространство
ТМХ cz Rh размерности m = dimAf, называемое каса-

тельным пространством многообразия М в точке х.

Тогда dfx будет некоторым линейным отображением
ТМХ в TNV, где y = f(x). Элементы векторного про-
странства ТМХ называются касательными векторами
к М в точке х.

1) Вместо производной столь же часто говорят о дифферен-
циале. — Прим. ред.
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Интуитивно можно представлять себе /л-мерную
плоскость в Rk, которая наилучшим образом аппрок-
симирует М вблизи х. Тогда ТМХ— параллельная ей
плоскость, проходящая через начало координат. (Ср.
рис. 1 и 2.) Аналогично можно представлять себе не-

однородное линейное отображение касательной плос-

кости в точке х в касательную плоскость в точке у,

TNx

Рис. 2. Касательные пространства подмногообразия
евклидова пространства.

которое лучше всего аппроксимирует f. После парал-
лельного переноса обеих плоскостей в начало коор-
динат мы получаем dfx.

Прежде чем дать настоящее определение, мы

должны изучить специальный класс отображений
одного открытого множества в другое. Для любого
открытого множества U cz Rk касательное простран-

ство TUX определяется как все векторное простран-
ство Rk. Для произвольного гладкого отображения
f: U —*¦ V производная

dfx: R*->Rl

определяется формулой

где х е U, h e RK Ясно, что dfx(h) —линейная функ-
ция от h. (В действительности dfx — это такое линей-

ное отображение, которое соответствует матрице
(dfi/dxj)x порядка ly.k, составленной из первых ча-

стных производных, вычисленных в точке х.)
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Отметим два основных свойства операции диффе-
ренцирования:

1 (производная сложной функции, или цепное

правило). Если f: U -> V и g: V -> W — гладкие ото-

бражения и f(x) = у, то

Другими словами, каждому коммутативному тре-

угольнику1) гладких отображений
V

f/ \e
/ \

где U, V и W — открытые подмножества векторных

пространств Rh, Rl и R™, соответствует коммутатив-
ный треугольник линейных отображений

R1
/ \
x \y
/ V

') Пусть имеется диаграмма, состоящая из вершин и соеди-

няющих их стрелок, причем каждой вершине сопоставлено опре-
деленное множество, а каждой стрелке, соединяющей две вер-

шины, сопоставлено отображение соответствующих множеств. На-

пример,

В >G
v

/
л _*> г, /'

Диаграмма называется коммутативной, если всякий раз, когда от

одной ее вершины к другой можно перейти по двум разным

путям, двигаясь все время по стрелкам, совпадают композиции

соответствующих отображений в соответствующем порядке (пер-
вым действует отображение, соответствующее первой стрелке
пути, и т. д.). Например, коммутативность изображенной выше

диаграммы означает, что

h° g of = k, i = j oh

(откуда уже следует /°k = i°g°f = ;°A»gof)- — Прим. ред.
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2. ЕслиI — тождественное отображение множе-

ства U, то dlx — тождественное отображение простран-
ства Rk. Более общо, если U czUJ — открытые мно-

жества и

I: U-+W

— отображение вложения '), то dix также является

тождественным отображением пространства Rk.
Заметим также следующее:
3. ЕслиL: Rk -> Rl — линейное отображение, то

dLx = L.

В качестве простого следствия этих двух свойств

мы имеем такое утверждение.

Утверждение. Если f — диффеоморфизм открытого
множества U с Rk на открытое множество V cz R1,
то k должно равняться I и линейное отображение

dfx: RX-+R1

должно быть невырожденным.

Доказательство. Композиция f~l°f является

тождественным отображением множества U. Следо-
вательно, d(f-l)yodfx — тождественное отображение
пространства Rh. Аналогично, dfx°d(f'l)y — тожде-
ственное отображение пространства R1. Таким обра-
зом, линейное отображение dfx имеет двустороннее
обратное, откуда немедленно следует, что k = l.

Верно и частичное обращение этого утверждения.

Пусть f: U —*¦ Rk — гладкое отображение, причем U
открыто в Rk.

Теорема об обратной функции. Если производная
dfx- Rh -> Rl невырожденна, то f диффеоморфно ото-

бражает любое достаточно малое открытое множе-

ство UJ, содержащее х, на открытое множество /(?/')•

1) То есть отображение, сопоставляющее точке х е U ту же

самую точку, рассматриваемую как элемент множества [/'.-*•
Прим. ред.
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(Смотри Апостол [4, стр. 144] или Дьедонне [13,
стр. 311].)

Заметим, что f в целом может и не быть взаимно

однозначным, даже если при всех х производная dfx
невырожденна. (Поучительный пример дается отобра-
жением 2—>expz комплексной плоскости в себя.)

Теперь мы определим касательное пространство
ТМХ для произвольного гладкого многообразия
М cz Rk. Выберем параметризацию

g: U-*MczRk

окрестности g(U) точки х на М, g(u) = x. Здесь
U — открытое подмножество из Rm. Если рассмат-
ривать g как отображение множества U в Rh, то бу-
дет определена производная

dgu: Rm-+Rk.

Положим ТМХ равным образу dgu{Rm) (см. рис. I).
Мы должны доказать, что это построение не за-

висит от выбора -параметризации g. Пусть h\ V -*

-+McRk — другая параметризация окрестности
h(V) точки х на М, и пусть v = h~l(x). Тогда h~l^og
диффеоморфно отображает некоторую окрестность
Ui точки и на окрестность V4 точки v. Коммутативная
диаграмма гладких отображений открытых мно-

жеств

R"
/ \

&/ \ft
\

ft og

влечет за собой коммутативную диаграмму линейных
отображений

R"

dSu/ \dhv

/ \
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откуда немедленно следует, что

lm(dgu) = lm(dhv).

Таким образом, ТМХ корректно определено.

Теперь мы докажем, что ТМХ является пг-мерным
векторным пространством. Ввиду гладкости отобра-
жения

можно выбрать открытое множество W, содержащее
х, и гладкое отображение F: W —*¦ Rm, совпадающее

с g-i на W(]g(U). Полагая Uo = g-i{W f] g(U)),
мы получаем коммутативную диаграмму

W

\

R"

и связанную с ней коммутативную диаграмму

nm тождественное nm
к •*•к

Из последней диаграммы, очевидно, следует, что

ранг отображения dgu равен т. Следовательно, раз-
мерность его образа ТМХ равна т.

Пусть М cz Rk и NcR1 — два гладких многооб-

разия, а

/ W7V

— гладкое отображение и f(x) —у. Мы сейчас сле-

дующим образом определим производную

dfx: TMx-+TNy.

Так как f — гладкое отображение, то существуют со-

держащее точку х открытое множество W и глад-



§ I. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ И ГЛАДКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 187

кое отображение F: W -*¦ R1, совпадающее с f на

W П М. Определим dfx(u) = dFx(v) для всех v e

ТМ

Для обоснования корректности этого определения
необходимо доказать, что dFx(v) принадлежит про-

странству TNV и не зависит от конкретного выбора
отображения F.

Сначала выберем параметризации

g: U-*MczRk и h:V->NaRl
окрестностей g(U) и h(V) точек х и у соответственно.

Уменьшив U, если потребуется, мы можем считать,

что g(U) czW и что f отображает g{U) в h(V)\ Та-

ким образом, корректно определено гладкое отобра-
жение

/T'ofog: U->V.

Рассмотрим коммутативную диаграмму гладких

отображений открытых множеств

W F—>Rl

Переходя к производным, мы получим коммутативную
диаграмму линейных отображений

Rk ^ >R1

где u = g~l(x), v = h~l(y).
Из этой диаграммы немедленно следует, что dFx

переводит TMx = lm(dgu) в TNV = Im(dhv). Кроме
того, отображение dfx не зависит от конкретного вы-

бора отображения F, так как мы можем получить то
же самое линейное отображение, обходя основание
этой диаграммы, а именно:

Тем самым доказана корректность определения про-
изводной.
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Как и выше, операция дифференцирования обла-
дает двумя основными свойствами:

1 (цепное правило). Если f: M-*N и g: N->Р —

гладкие отображения и f(x) = у, то

2. Если I — тождественное отображение многооб-

разия М, то dlx — тождественное отображение каса-
тельного пространства ТМХ. Более общо, если М ^ N
при помощи отображения вложения i, то ТМХ 5 TNy-
при помощи отображения вложения dix (см. рис. 2).

Доказательства этих свойств очевидны.

Как и раньше, эти два свойства дают следующее

Утверждение. Если f: М -* N — диффеоморфизм,
то dfx: TMx—yTNy — изоморфизм векторных про-
странств. В частности, размерность многообразия М
должна быть равна размерности многообразия N').

') Полезно иметь в виду, что отображение f:M-*-N гладких

многообразий М <zz Rh и N <zz R1 будет гладким тогда и только

тогда, когда будут гладкими его представления в локальных

координатах; последнее означает, что если g: U-*¦ М и h: V -*¦ N—

две параметризации, причем / °g(U) cz h(V), то отображение
h-iofog-(j-*-V — гладкое. Действительно, доказывая коррект-
ность определения производной, Милнор попутно отмечает глад-

кость отображения /г'о/о^для гладких f. Обратно, пусть из-

вестно, что представления отображения f:M-+N в локальных

координатах гладкие. Для х е М мы должны указать такую

окрестность W в Rh и гладкое отображение ij>: W ->- Rl, что

\|)| W П М = f | W П М. По определению параметризации суще-

ствуют такие окрестность W з х и гладкое отображение
ф: W->-Rm, что <p\W ПМ — g-t\W {]М. Можно считать, что

<рAУ) с: U. Рассматривая отображения

легко понять, что за \|) можно взять композицию/г° (A~Iof°g)°<p;
ее гладкость следует из гладкости отображений <р, A-1 °f°g и h.

Обычно гладкость отображения одного гладкого многообра-
зия в другое определяется именно как гладкость представления

данного отображения в локальных координатах. Милнор далее

фактически тоже пользуется этим определением. — Прим, ред.
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Регулярные значения

Пусть f: М—* N— гладкое отображение многооб-
разий одинаковой размерности1). Назовем точку
х е М регулярной, если дифференциал dfx невырож-
ден. Из теоремы об обратной функции следует, что

в этом случае f диффеоморфно отображает некото-

рую окрестность точки ^еМна открытое множество

многообразия N. Точка у ^N называется регулярным
значением, если f~l(y) состоит только из регулярных
точек (в частности, если f~l(y) пусто).

Если дифференциал dfx вырожден, то х называет-

ся критической точкой отображения f, а ее образ
f(x)—критическим значением. Таким образом, лю-

бая точка у е N является либо регулярным, либо

критическим значением в зависимости от того, содер-
жит или не содержит f'1 (у) критическую точку.

Отметим, что если М компактно, а у ^ N — регу-
лярное значение, то f (у) — конечное (возможно,
пустое) множество точек.

Множество 1~г(у), будучи замкнутым подмноже-
ством компакта М, само является компактом; кроме
того, 1~*(у) дискретно2), поскольку f взаимно одно-

значно в окрестности любой точки х е 1~{(У)-
Для гладкого отображения f: M-* N, где М —

компакт, и регулярного значения у е N обозначим

через # /-1 (у) число точек в f~l (у). Следует отметить,
что Ф!~*(у) локально постоянна как функция у
(здесь у пробегает только регулярные значения!),
т. е. у точки у существует такая окрестность VczN,
что #f-i (у) = #/-»(/) для всех у' е= V. [Пусть
Xi, ...,xk — все точки из f'l{y); выберем попарно
непересекающиеся окрестности t/4 Ukэтих то-

чек, которые диффеоморфно отображаются на окре-
стности Vi, ..., Vk в многообразии N. Мы тогда мо-

жем положить

V=Vi(] V2(]...f]Vk\f(M\uUi).]

') Это ограничение будет снято в § 2.
2) То есть все его точка — изолированные. — Прим. ред.
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Основная теорема алгебры

В качестве приложения этих понятий мы докажем

основную теорему алгебры: каждый комплексный

многочлен Р(г), отличный от константы, должен где-
то обращаться в нуль.

Для доказательства надо прежде всего перейти от

плоскости комплексных чисел к компактному много-

образию. Рассмотрим единичную сферу S2czR3 я сте-

реографическую проекцию

h+: S2\{@, 0, 1)}->/

из «северного полюса» @, 0, 1) сферы S2 (см. рис. 3).
Мы будем отождествлять R2 X 0 с плоскостью комп-

лексных чисел.

@,0,0

Рис. 3. Стереографическая проекция.

Полиномиальному отображению Р плоскости

R2 X 0 в себя соответствует отображение / сферы S2
в себя, где

f (х) = hi1 о р о h+ (х) при х Ф @, 0, 1),

ДО, 0, 1) = @, 0, 1).

Хорошо известно, что получившееся отображение f
является гладким, даже в окрестности «северного по-

люса». Чтобы убедиться в этом, введем стереографи-
ческую проекцию к- из «южного полюса» @, 0, —1)
и положим

Q{z)^h-ofahZx(z).
Из элементарной геометрии следует, что
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Если Р (г) = auzn + а&п~^ + ...+ ап, а0 ф О, то

краткий подсчет показывает, что

Q{z) = zn/(aQ + ai2+ .... +anzn).

Следовательно, отображение Q гладко в окрест-

ности точки 0, поэтому отображение f = /zI1°Qo/z_
гладко в окрестности точки @, 0, 1).

Теперь заметим, что f имеет только конечное чис-

ло критических точек, ибо Р не является локальным

диффеоморфизмом только в корнях производной
'Р'(г) = Цйл-;1'г'~11 а так как Р'—не тождествен-
ный нуль, то у него существует только конечное чис-

ло корней. Множество регулярных значений отобра-
жения f связно (ибо это сфера, из которой уделено
конечное множество точек). Следовательно, локаль-

но постоянная функция ф!~1{у) должна быть по-

стоянной на этом множестве. Так как Ф/"'(#) не

может быть нулевой всюду, то это число нигде не

равно нулю. Итак, f — отображение «на», а много-

член Р должен иметь корень.

§ 2. ТЕОРЕМА САРДА И БРАУНА

В общем случае нельзя, конечно, надеяться на то,
что множество критических значений гладкого отобра-
жения окажется конечным. Но все-таки это множество

мало в смысле, указанном в следующей теореме, ко-

торую, следуя более ранней работе А. П. Морса, в

в 1942 году доказал Сард (см. [32], [25]).

Теорема. Пусть f: U —*¦ Rn — гладкое отображе-
ние, определенное на открытом множестве U a Rm, a

C = {x^U\ рангdfx < п}.

Тогда образ f(C)czRn имеет нулевую меру .Ле-

бега1J).

') Другими словами, для любого е > 0 можно покрыть f (С)"
n-мерными кубиками, общий-объем которых меньше е.

") Это было доказано Брауном в 1935 г. Этот результат был
•вновь открыт Дубовицким в 1953 г. и Томом в 1954 г. (см. 17],
(Щ [40]>
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Так как множество меры нуль не может содер-
жать внутри себя непустое открытое множество, то

дополнение /?п\ /(С) должно быть всюду плотно

в Rn.
Эта теорема будет доказана в § 3. Для доказа-

тельства существенно наличие у / большого числа

производных (см. Уитни [41]I).
Нас будет интересовать главным образом случай

т^п. Если m < я, то, очевидно, С = U. Следова-
тельно, в этом случае теорема просто утверждает, что

f(U) имеет меру нуль.

Более общо, рассмотрим гладкое отображение
f:M-*N многообразия размерности т в многообра-
зие размерности п. Обозначим через С множество

всех таких ieM, что производная

dfx: TMx->TNf(x)

имеет ранг, меньший п (т. е. dfx не является отобра-
жением «на»). Тогда С будет называться множеством

критических точек, f(C)—множеством критических
значений, а дополнение N\f(C)— множеством регу-

лярных значений отображения / (это согласуется с на-

шими прежними определениями в случае т — пJ).
Так как М можно покрыть счетным множеством

') Требуемый класс гладкости таков: / е С*, где

(*) k—max (О, т — п) + 1.

Именно в таком виде теорема доказана Сардом и Дубовицким.
Доказательство имеется, например, в [35]. Уитни [41] и

Д. Е. Меньшов показали, что предположения гладкости нельзя

ослабить: в R™ существует функция класса Ст~1 с /(С) = R:
(Этот пример относится к случаю п = 1; из него нетрудно вы-

вести существование соответствующих примеров и при больших

п.) Если, с другой стороны, предполагать большую гладкость,

чем в (*), то, как доказано в более поздних работах Сарда и

Дубовицкого, утверждение о «малости» /(С) можно несколько

усилить: в зависимости от т, п и класса гладкости / эту «ма-

лость» можно характеризовать в терминах так называемых

г-мерных мер Хаусдорфа. Впрочем, для чисто топологических це-
лей все эти тонкости не нужны.

— Прим. ред.
2) Наконец, точка х е М — регулярная, если в этой точке

ранг tf/st = п. Следует предупредить, что многие авторы исполь-
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окрестностей, каждая из которых диффеоморфна от-

крытому подмножеству из Rm, то мы имеем

Следствие (Браун). Множество регулярных зна-

чений гладкого отображения f;M-*N всюду плотно

в N.

Для того чтобы использовать это замечание, нам

необходима следующая

Лемма 1. Если /: М -* N — гладкое отображение
многообразия размерности m в многообразие размер-
ности п, а у е N — регулярное значение отображения
f, то множество /~' (у) cz M — гладкое многообразие
размерности m — п ').

Доказательство. Пусть x^f-{(y). Так как

у — регулярное значение, то дифференциал dfx дол-

жен отображать ТМХ на ТМи. Поэтому ядро Ш с

czTMx отображения будет (т — п) -мерным вектор-
ным пространством.

Пусть М cz Rh. Выберем линейное отображение
L: Rk-+Rm~n, невырожденное на подпространстве
5R cz TMX er Rh. Определим

F: M->NXRm~n

как F(l) — (f(|), L(D). Дифференциал dFx, очевид-

но, задается формулой

dFx(v) = (dfx(v), Ш).

Поэтому он невырожден. Следовательно, F диффео-
морфно отображает некоторую окрестность U точки

х на окрестность V точки (у, L(x)). Отметим, что при
отображении F множество f'Hy) является прообра-
зом гиперплоскости у X Rm~n. При этом F диффео-

морфно отображает f-l(y)(]U на (у X Rm-n) П V.

зуют этот термин в другом смысле, называя регулярными ге

точки, где ранг dfx = min (m,n); тогда, естественно, и при
m < п могут быть регулярные точки. — Прим. ред.

') Если только множество f~l(y) непусто. Эта тривиальная
оговорка в дальнейшем часто подразумевается, но не приводится.

Читателю предоставляется проследить, где она нужна, и убе-
диться, что по существу она ничего не меняет. — Прим. ред,
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Это доказывает, что f~l{y)—гладкое многообразие
размерности т — п.

В качестве примера мы можем- дать простое до-

казательство того, что единичная сфера Sm~l яв-

ляется гладким многообразием. Рассмотрим функцию

Любое у ф О является регулярным значением, а

гладкое многообразие f-1(l) — это единичная сфера.
Если М'—многообразие, содержащееся в М, то,

как уже было замечено, ТМ'Х — подпространство про-

странства ТМХ при х е М'. Тогда ортогональное
дополнение подпространства ТМ'Х в ТМХ будет (пг —
— т') -мерным векторным пространством, которое на-

зывается пространством нормальных к М' векторов
(из) М в точке х.

В частности, пусть М' ±= f-J (у), где у
—

регуляр-
ное значение отображения f: M —*¦ N.

Лемма 2. Ядро производной dfx: TMX -*¦ TMV в

точности совпадает с касательным пространством
ТМ'х d ТМХ подмногообразия М' = f (у). Следова-

тельно, dfx изоморфно отображает ортогональное до-
полнение к ТМ'Х на TNy.

Доказательство. Из диаграммы

1 lf
у —+N

мы видим, что dfx переводит подпространство
TM'M С й

fx ред дррство
xx в нуль. Сравнение размерностей показы-

вает, что dfx изоморфно отображает пространство
нормальных к М' векторов на TNy.

Многообразия с краем

Усилив предыдущие леммы, можно распростра-
нить их на случай отображений гладких «многообра-
зий с краем». Сперва рассмотрим замкнутое полу-
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пространство

Ям = {(*„ .... xm)<=Rm\xm>0}.

По определению край дНт — это гиперплоскость
Rm-i xOczRm.

Определение. Подмножество X er Rh назы-

вается гладким tn-мерным многообразием с краем,
если для каждого je! существует окрестность
U [} X, диффеоморфная открытому подмножеству
V П Нт полупространства Hmi). Край дХ — это мно-

жество всех тех точек из X, которые под действием

таких диффеоморфизмов переходят в точки дНт.
Не трудно показать, что дХ — корректно опреде-

ленное гладкое многообразие размерности т—1.
Внутренность X многообразия с краем X, т. е.

Х\дХ, является гладким многообразием размер-
ности т.

Касательное пространство ТХХ определяется так

же, как в § 1; даже если х — точка края', то ТХХ —

это все m-мерное векторное пространство.

Вот один из методов для построения примеров.
Пусть М — многообразие без края, и пусть для функ-
ции g: М -* R нуль является регулярным значением.

Лемма 3. Множество всех х е М, для которых
g(x) ^ 0, является гладким многообразием с краем;
край есть g'^O).

Доказательство в точности подобно доказатель-

ству леммы 1.

') Здесь использована терминология, согласно которой от-

крытое подмножество множества А, расположенного в евклидо-

вом пространстве Rm, — это пересечение множества А с каким-

нибудь открытым подмножеством U с: Rm; такое пересечение,

вообще говоря, не будет открытым подмножеством евклидова

пространства. (Иногда говорят, что A f\ U относительно открыто
' А.) Аналогично, если F cz Rm — замкнутое множество, то го-

ворят, что F П А замкнуто в А. (Основания для такой термино-
логии см. в первом параграфе Уоллеса.)

Как понимать в данном контексте термин «диффеоморфизм»,
ясно из сказанного в начале § 1. — Прим. ред,
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Пример. Единичный шар Dm, состоящий из всех

таких х е Rm, что

является гладким многообразием с краем, равным
Sm-l

Сейчас мы рассмотрим гладкое отображение
f: X -* N m-мерного многообразия с краем в п-мер-
ное многообразие, причем т > п.

Лемма 4. Если (/eW является регулярным зна-

чением как для /, так и для ограничения f\dX, то

f (у) cz X является (in — п) -мерным гладким мно-

гообразием с краем. Далее, край d(f~l(y)) в точности

равен f-1 (у) Л дХ.

Доказательство. Так как нам нужно дока-
зать локальное свойство, то достаточно рассмотреть
только частный случай — отображение f: Hm-+Rn,
для которого у е R" является регулярным значе-

нием. Пусть iEf ^.Если х — внутренняя точка,
то, как и раньше, f"Hy) в окрестности точки х яв-

ляется гладким многообразием.
Если х — точка края, то выберем гладкое отобра-

жение g: U ~* Rn, определенное всюду в некоторой
окрестности U точки х в Rm и совпадающее с f на

U П Н"\ Уменьшив, если это необходимо, окрестность
U, мы можем считать, что g не имеет критических
точек. Отсюда g'Hy)—гладкое многообразие раз-
мерности m — п.

Пусть я: g'^y) -* R означает проекцию на коор-
динатную ось

я {х1, ..., х,п) = хт.

Мы утверждаем, что 0 является регулярным зна-

чением для я. Действительно, касательное простран-
ство к g'{(y) в точке хег'(О) совпадает с p™dom

производной
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а предположение о регулярности в точке х ограниче-
ния f\dX, т. е. (в рассматриваемом частном случае)
f\dHm, гарантирует нам, что это пространство не мо-

жет целиком содержаться в Rm~l X 0. Следователь-
но, множество g-* (у) Л Нт = f~l (у) П U, состоящее

из всех таких Jtef'fj), что я (л;) ^ 0, является,
согласно лемме 3, гладким многообразием с краем
n~J@). Это завершает доказательство.

Теорема Брауэра о неподвижной точке

Мы сейчас используем этот результат для дока-

зательства леммы, являющейся ключевой для клас-

сической теоремы Брауэра о неподвижной точке.

Пусть X — компактное многообразие с краем.

Лемма 5. Не существует гладкого отображения
f: X —* дХ, которое оставляло бы каждую точку края
на месте 1).

Доказательство (следуя Хиршу). Предполо-
жим, что такое отображение f существует. Пусть
у е дХ — регулярное значение отображения f. Так
как у, конечно, является регулярным значением для

тождественного отображения f\dX, то f'l(y) ~ глад-

кое одномерное многообразие с краем, состоящим из

одной точки:

') Подмножество В с А называется ретрактом множества А,
если существует непрерывное отображение /: А -»- В, оставляющее

каждую точку множества В на месте (пример: сторона квадра-

та). Это отображение называется ретрагирующим отображением,
или ретракцией.

Если А, В — гладкие многообразия и ретрагирующее отобра-
жение тоже является гладким, то В можно назвать гладким ре-

трактом многообразия.
Таким образом, лемма 5 утверждает, что край компактного

многообразия не является гладким ретрактом последнего. На са-

мом деле он не является и просто ретрактом, без всяких условий
гладкости. Читатель, решивший первые несколько задач, приве-

денных в конце книги, без труда докажет это самостоятельно. —•

Прим. ред.
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Многообразие f'l(y) компактно, а так как ком-

пактными одномерными многообразиями являются

только объединения непересекающихся окружно-
стей1) и дуг2), то край дA~*(у)) должен состоять из

четного числа точек. Это противоречие доказывает

лемму.

В частности, единичный шар

является компактным многообразием, краем которого
служит сфера Sn~l. Следовательно, как частный слу-

чай мы доказали, что тождественное отображение
сферы Sn~l нельзя продолжить до гладкого отобра-
жения Dn —> S"-1.

Лемма 6. Любое гладкое отображение g; Dn -*

-* Dn имеет неподвижную точку (т. е. точку х е Dn,
для которой g(x) = х).

Доказательство. Предположим, что g не

имеет неподвижной точки. Для xefl" определим
f(x) eS" как точку сферы Sn~l, лежащую на сое-

диняющей х с g(x) прямой и более близкую к х, не-

жели к g(x) (рис. 4). Тогда f: Dn -¦••S"-1 — гладкое

отображение и f(x) =x при j; e S ,что противоре-
чит лемме 5. (В гладкости f можно убедиться, полу-
чив путем непосредственной выкладки, что f(x) =.

.= х -f tu, где

причем выражение под знаком радикала всегда по-

ложительно. Здесь и далее || х || означает евклидову

длину ]/*)+ ... +х2п, а х-и — скалярное произведение

. . . + XnUn.)

') «Окружность», конечно, означает не окружность в смысле

евклидовой метрики, а диффеоморфное ей одномерное многообра-
зие, т. е. гладкую замкнутую кривую без самопересечений. —

Прим. ред.
2) Доказательство дано в приложении.



§ 2. ТЕОРЕМА САРДА И БРАУНА

Теорема Брауэра о неподвижной точке. Любое

непрерывное отображение G; Dn -> Dn имеет непод-

вижную точку.

Доказательство. Мы сведем эту теорему к

лемме б, аппроксимируя G гладким отображением.
Согласно аппроксимацнонной теореме Вейерштрас-
са1), для любого е > 0 существует такое полино-

миальное отображение Р%\ Rn -* R", что \\ Pi(x)—

Рис. 4.

— G(jc)||<e при ней". Однако Pi может перево-
дить точки из Dn в точки, находящиеся вне Dn.
Этого можно избежать, положив

Ясно, что Р отображает Dn в ?>" и || Р(х) —<

— G (х) || < 2е при х е Dn.

Предположим, что G (х) Ф х для всех х е D".
Тогда непрерывная функция || G(x)—х\\ должна

иметь на Dn минимум ц > 0. Выберем, как показано

выше, такое полиномиальное отображение Р: Dn -*

-у ?>", что \\Р(х)— G{x) || < ц при всех х е D». Тогда
Р — гладкое отображение шара Dn в себя, не имею-

щее неподвижных точек. Это противоречит лемме б,
чем и завершается доказательство теоремы.

Использованная здесь процедура часто приме-
няется в более общих ситуациях: чтобы доказать

') См., например, Дьедонне [13, стр. 1601.
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некоторое утверждение о непрерывных отображениях,
мы сначала доказываем этот результат для гладких
отображений, а затем пытаемся использовать ап-

проксимационную теорему, чтобы перейти к непре-
рывному случаю. (См. § 8, задача 4.)

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ САРДА')

Сначала напомним ее формулировку.

Теорема Сарда. Пусть f: U —* Rp — гладкое ото-

бражение, причем множество U открыто в Rn, и

пусть С — множество его критических точек, т. е.

множество всех тех х е U, для которых

ргпт dfx < р.

Тогда f(C) czRp имеет меру нуль.

Замечание. Случай п ^ р сравнительно прост
(см. де Рам [30, стр. 30]). Однако мы дадим универ-
сальное доказательство, в котором этот случай вы-

глядит столь же плохим, как и остальные.

Доказательство будет вестись индукцией по п. За-

метим, что утверждение имеет смысл при п ^ 0 и

р ^ 1. (По определению R0 состоит из одной точки.)
Начнем индукцию: теорема, несомненно, верна при
п = 0.

Пусть Ci cz С означает множество всех таких
х е О, для которых первый дифференциал dfx равен
нулю. Вообще пусть Сг- означает множество таких

а; е U, что все частные производные функции f поряд-
ка -<i обращаются в точке х в нуль. Таким образом,
мы имеем убывающую последовательность замкнутых
множеств

Доказательство будет разбито на три шага.

') Наше доказательство основывается на рассуждении, при-

веденном у Понтрягина в [29]. Детали у нас несколько проще
из-за того, что мы предполагаем отображение / бесконечно диф'
ференцируемым.
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. 1-й шаг. Образ /(C\Ci) имеет меру нуль.
2-й шаг. Образ /(C,\Cj+i) имеет меру нуль при

( >¦ 1.
3-й шаг. Образ f(Ch) имеет меру нуль для доста-

точно большого k.

(Замечание. Если / — действительное анали-

тическое отображение, то пересечение всех С; пусто,
кроме того случая, когда / постоянно на целой ком-

поненте множества U. Следовательно, в этом случае
достаточно сделать первые два шага.)

Доказательство. 1-й шаг. Этот первый
шаг, по-видимому, самый трудный. Мы можем счи-

тать, что р ^ 2, так как С = Ci при р = 1. Нам по-

надобится хорошо известная теорема Фубини, кото-

рая утверждает, что измеримое множество

А с= Rp = R1 X "~]

должно иметь меру нуль, если оно пересекается с

каждой гиперплоскостью (const) X Rp~l по множеству

(р
— I)-мерной меры нуль1) 2).
Для каждого хеС\С| мы ниже найдем такую

открытую окрестность VczR", что f(Vf]C) имеет

меру нуль. А так как С \ С\ покрывается счетным

числом таких окрестностей, то отсюда непосредст-
венно будет следовать, что мера f(C\Ci) равна
нулю.

Так как х ф. Си то существует некоторая частная

производная, например d/i/dKb которая отлична от

нуля в точке х. Рассмотрим отображение h: U —*¦ Rn,

') Простое доказательство можно найти у Стернберга [38,
стр. 60—61] (там же есть и другое доказательство теоремы Сарда
(стр. 53—64)). Стернберг предполагает, что А — компакт, но об-

щий случай легко следует из этого частного.

2) Утверждение, выделенное курсивом, представляет собой

весьма частный случай теоремы Фубини, которая в полном объ-

еме здесь не понадобится. Читатель, не знакомый с теорией меры,
может вместо слов «измеримое множество» подставить «множе-

ство, являющееся объединением счетного числа компактных мно-

жеств», ибо только к такому множеству данное утверждение бу-
дет,применяться. — П/им. ред.
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определенное формулой
h (х) = ifi (х), х2, .... хп).

Так как производная dhx невырожденна, то h диф-
феоморфно отображает некоторую окрестность V
точки х на открытое множество V'. Композиция g =
= f ° /г1 будет отображать V в Rp. Заметим, что

множество С критических точек отображения g есть

в точности h(V(]C); следовательно, множество g(C')A
критических значений для g совпадает с f (V П С),

Р и с. 5. Построение отображения g.

Заметим, что для каждой точки (t, x2, ..., хп) е
ёУ точка g(t, х2, ..., Хп) принадлежит гиперплос-
кости t X Rp~l <= Rp> т. е. g переводит гиперплоскости
в гиперплоскости. Пусть

обозначает ограничение отображения g на область
в гиперплоскости ^Х^?" - Заметим, что точка ги-

перплоскости t X Rn~l является критической для g*
тогда и только тогда, когда она — критическая точка

для g, так как матрица частных производных ото-

бражения g представляется в виде

{dg?jdXj)).
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В соответствии с предположением индукции, мно-

жество критических значений для g* имеет меру нуль
в t X Rp~l- Поэтому множество критических значе-

ний для g пересекается с каждой гиперплоскостью по

множеству меры нуль. Это множество g(C') измери-
мо, так как оно может быть представлено в виде

счетного объединения компактных подмножеств. Зна-.

чит, по теореме Фубини множество

имеет меру нуль, и первый шаг завершен.
2-й шаг. Для каждого 3ceCs\Cft+1 существует

'F+1)-я производная dk+ifjdxs ...dxs , отлич-

ная от нуля в точке х. Стало быть, функция

обращается в точке х в нуль, но dwjdxSi не равна

нулю. Предположим для определенности, что Si = Г.:
Тогда отображение h: U -+Rn, определенное по фор-:
муле

h(x) = {w(x), x2, .... хп),

диффеоморфно отображает некоторую окрестность V

точки х На открытое множество V". Заметим, что h

переводит С\ П V в гиперплоскость О X Z?™ . Опять

рассмотрим

Пусть
g: (OX /?""')ЛУ'-*/?р

обозначает ограничение отображения g. По предпо-
ложению индукции множество критических значений

у g имеет меру нуль в Rp. Но все точки множества

h(Ch П V) заведомо являются критическими точками

для g, так как в них все производные порядка ^ k

равны нулю. Поэтому множество

имеет меру нуль.
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Из того, что Ch\Ch+\ покрывается счетным чис-

лом таких окрестностей V, следует, что f(Ch\Ch+i)
имеет нулевую меру.

3-й шаг. Пусть ln a U — куб с ребром б.
Если к достаточно велико (точнее, k>n/p— 1),

то мы докажем, что f(Chf]ln) имеет меру нуль. Так

как Ck может быть покрыто счетным числом таких

кубиков, то отсюда будет следовать, что множество

f(Ch) имеет меру нуль.

Используя теорему Тейлора, компактность куба
I™ и определение С&, мы можем написать

f{x + h) = f(x) + R(x, h),
где

A) \\R(x,A) ||< сII Л if+'

при х е Ck П /", х 4- h е 1п- Здесь с — постоянная,

зависящая только от f и 1п. Теперь разделим /п на

г" кубиков с ребром б/г. Пусть Л — кубик получив-
шегося разбиения, который содержит точку хеС/,.
Тогда любая точка h может быть записана в виде

х + h, где

B) IIЛ IK VM
Из формулы A) следует, что ДЛ) лежит в кубе

с ребром a/rh+i с центром в точке f(x), где а =

f+l2c(V^bf.
Следовательно, f(Ck[)In) содержится в объедине-

нии самое большее г" кубиков, имеющих общий
объем

V < rn {a/rk+l)p == аогп-<к+»Р.

Если k -\- 1 > п/р, то очевидно, что V стремится
к 0 при г—> оо. Поэтому множество f(Chf]In)
должно иметь меру нуль. Доказательство теоремы
Сарда закончено.

§ 4. СТЕПЕНЬ ОТОБРАЖЕНИЯ ПО МОДУЛЮ 2

Рассмотрим гладкое отображение f: Sn-*Sn. На-
помним, что если у

— регулярное значение, то

#/"'(</) означает число решений уравнения f(x) = y.
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Мы докажем, что класс вычетов mod 2 числа Ф/ {у)
не зависит от выбора регулярного значения у. Этот
класс вычетов называется степенью mod 2 отображе-
ния f. Вообще это же самое определение годится и

в случае произвольного гладкого отображения

/: M->N,

где М — компактное многообразие без края, N связ-
но и оба многообразия имеют одинаковую размер-
ность. (Мы можем также считать, что 7V тоже яв-

ляется компактным многообразием без края, так как

в противном случае степень отображения по mod 2
обязательно равнялась бы нулю.) Для доказа чъ-

ства мы введем два новых понятия.

Гладкая гомотопна и гладкая изотопия

Если X с Rk, то через X X [0, 1] обозначим под-

множество *) пространства Rh+l, состоящее из всех

(х, t), где х^Х и O^^^l. Два отображения

f,g:X-*Y

называются гладко гомотопными (сокращенно обозна-
чаем f ~ g), если существует такое гладкое отображе-
ние F: X Х[0, 1]->F, что

F(x,0) = f(x), F(x, l) = g(x)

для всех jce! В этом случае F называется глад-

кой гомотопией, связывающей f с g.
Отметим, что отношение гладкой гомотопности

является отношением эквивалентности. Для доказа-

тельства транзитивности используем существование
такой гладкой функции ф; [0, I]—> [0, 1], что

у@в0 при «/

ф(/)=1 при

') Если М — гладкое многообразие без края, то Af X [0,1] яв-
ляется гладким многообразием, край которого состоят из двух
экземпляров многообразия М. Если бы у М был край, то точки

края М привели бы к «угловым» точкам на М X [0.1]-
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(Например, <р@ = k(t — '/з)/[Я(/ - »/s) + ЯB/3 - 01 где

Я(т) = 0 при т < 0 и Л(т) = ехр(—тг1) при т > 0.)
Если F—гладкая гомотопия, связывающая f и g, то

формула G(x, t) = F(x, <p@) определяет гладкую го-

мотопию G, для которой

G(x,t) = f(x) при

G(x,t) = g(x) при

Если f ~g и g~/i, то с помощью этой конструк-
ции легко доказать, что f ~ h.

Если f и g являются диффеоморфизмами X на Y,
то мы можем также определить понятие «гладкой
изотопии» между fug. Она также будет отношением
эквивалентности.

Определение. Диффеоморфизм / гладко изо-

топен диффеоморфизму g, если существует такая

гладкая гомотопия F: X X [0, 1]—>Y между f и g,
что для каждого /е[0, 1] соответствующее отобра-
жение

x->F(x, t)

диффеоморфно отображает X на У.

Из дальнейшего будет видно,, что степень отобра-
жения mod 2 зависит только от его класса гладко

гомотопных отображений.

Лемма о гомотопии. Пусть f, g: M —* N — гладко
гомотопные отображения многообразия М в многооб-

разие N той же размерности, причем М — компакт-

ное многообразие без края. Если у е N является ре-

гулярным значением как для f, так и для g, то

# Г1 (У) ^#г"'Ы (mod 2).

Доказательство. Пусть F: М~Х[0, l]-vN —
гладкая гомотопия, связывающая fug. Сначала
предположим, что у является регулярным значением
также и для F. Тогда Р'1(у) —компактное одномер-
ное многообразие с краем, равным
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Таким образом, общее число точек края многооб-

разия F^l(y) равно

#Г''

Вспомним (§ 2), что компактное одномерное много-

образие всегда имеет четное число точек края. Таким

образом, ф /"' (у) + # §¦"' (if) ч-етно. Отсюда

# Г1 (*/) ^ #?-'(</) (mod 2).

Теперь предположим, что у не является регуляр-
ным значением отображения F. Напомним (§ 1), что

М*\

Рис 6. Число точек край
слева сравнимо с числом

точек края справа mod 2.

#fG/') и #g~'(f/') являются локально постоянны-

ми функциями от у' (пока мы остаемся вне множе-

ства критических значений). Поэтому существует та-

кая окрестность Vi cz N точки у, состоящая из регу-
лярных значений отображения /, что

для всех у' е Vu и аналогичная окрестность V2 cz M,
в которой

/) = #?"'О/)
для всех у' е V2. Выберем регулярное значение г

отображения F в Vi П V%- Тогда

# Г1 (У) = # Г' (г) ^ # if (z) = # g~l {у),
что и завершает доказательство.
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В дальнейшем нам будет необходима следующая

Лемма об однородности. Пусть у и г — произ-
вольные внутренние точки гладкого связного многооб'

разия N.
Тогда существует диффеоморфизм h: N -* N, глад-

ко изотопный тождественному и переводящий у в г.

(В частом случае, когда N = Sn, доказательство

очевидно: в качестве h выберем вращение, которое

переводит у в z и оставляет неподвижными все век-

торы, ортогональные плоскости, натянутой на векто-

ры г) и г.)

1

\
,

\
\

/

/ \ \ \ \

Р и с. 7. Деформация единичного шара.

В общем случае доказательство ведется следую-
щим образом. Сперва построим гладкую изотопию Rn
на себя, которая:

1) оставляет неподвижными все точки вне еди-

ничного шара;

2) переводитначало координат в произвольно вы-

бранную точку открытого единичного шара.

Пусть ср: Rn —> R — такая гладкая функция, что

ф(х)>0 при ||*||<l,

Ф(х) = 0 при ||х||>1.

(Например, ф(х) = КA — || х ||2), где K(t) =0 при
/ ^ 0 и k(t) — ехр(—t'1) при t > 0.) Рассмотрим си-

стему дифференциальных уравнений
dx,
— ==Ci(f{xl, ..., х„), i=l п,

где с = (си • •
•. Сп) s Sn~l — произвольный фикси-

рованный вектор, || с Ц = 1.
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Для любого .ieU" эта система имеет единствен-

ное решение x — x(t), определенное при всех1) дей-
ствительных t и удовлетворяющее начальному усло-
°чю

,Лы будем обозначать это решение x(t) через
Ft{x). Ясно, что:

1) Ft(x)определено при всех t и х и гладко зави-

сит от t и х;

2) Fe(x)=х;
3) Fs+t(x)=FtoFt(x).

Поэтому каждое Ft является диффеоморфизмом про-
странства Rn на себя. Меняя t, мы видим, что для
любого t диффеоморфизм Ft гладко изотопен тожде-

ственному отображению посредством изотопии, ос-

тавляющей неподвижными все точки вне единичного

шара. Ясно, что при подходящем выборе с я t диф-
феоморфизм Ft будет переводить начало координат
в любую наперед заданную точку открытого единич-

ного шара.

Теперь рассмотрим связное многообразие N. На-
зовем две точки «изотопными», если существует глад-
кая изотопия, переводящая одну точку в другую. Оче-

видно, что это отношение эквивалентности. Если у —¦

внутренняя точка, то она имеет окрестность, диф-
феоморфную /?"; следовательно, приведенное выше

рассуждение показывает, что любая достаточно близ-
кая к у точка «изотопна» у. Другими словами, каж-

дый класс «изотопных» внутренних точек N является

открытым множеством и внутренность многообразия
N разбита на непересекающиеся открытые классы
«изотопных» точек. Но внутренность iV — связное

множество, поэтому может существовать только один

такой класс. Это завершает доказательство.

Теперь мы можем доказать основной результат
этого раздела. Предположим, что М — компактное

многообразие без края, /V связно, а /: М -> iV гладко.

') См. [22, § 2.4].
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Теорема. Если у и г — регулярные значения ото~

бражения /, то

Этот общий класс вычетов, который называется сте-

пенью отображения f mod 2, зависит только от содер-
жащего f класса гладко гомотопных отображений, а

не от самого f.

Доказательство. Пусть даны регулярные
значения у и z. Через h обозначим изотопный тожде-

ственному диффеоморфизм h: N—+N, который пере-
водит у в z. Тогда z является регулярным значением

для композиции hof. Так как h°f гомотопно отобра-
жению f, то, согласно лемме о гомотопии,

# (А о ft'1 B)^*^B)^0A2),
но

(h of) (г) -Г "А (г) = Г' (У).
Отсюда

#( /)-'(Z) =
Поэтому

*Г1(г0«*Г'B) (mod 2),

что и требовалось доказать.

Обозначим этот общий класс вычетов через

deg2(f)- Предположим теперь, что f гладко гомотоп-

но g. Согласно теореме Сарда, существует точка

у е N, являющаяся регулярным значением как для /,
так и для g. Сравнение

deg2 (/) = # Г' (У) * * g~l (У) = deg2 (g) (mod 2)

показывает, что deg2(f) инвариантен относительно

гладкой гомотопии, что и заканчивает доказательство.

Примеры. Постоянное отображение (отображе-
ние в точку) с: М —> М имеет четную степень mod 2.

Тождественное отображение /: М —*¦ М имеет нечет-

ную степень mod 2. Значит, тождественное отображе-
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ние компактного многообразия без края не гомотопно

постоянному.

В случае М = S" из этого результата следует, что

не существует гладкого отображения f: Dn+i —* Sn,
оставляющего каждую точку сферы неподвижной
(т. е. сфера не является гладким «ретрактом» шара;
см. § 2, лемма 5). Действительно, такое отображение
давало бы гладкую гомотопию

F: SnX[0, l]-*Sn, F(t,x) = f{tx),

связывающую отображение в точку с тождественным

отображением.

§ 5. ОРИЕНТИРОВАННЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

Для того чтобы определить степень отображения
как целое число (а не вычет mod 2), мы должны

ввести ориентацию.

Определения. Ориентация в действительном

конечномерном векторном пространстве — это класс

упорядоченных базисов относительно следующего от-

ношения эквивалентности: базис (Ьи ..., bm) опре-

деляет ту же ориентацию, что и базис {b[, ..., 6т),
если bi = ^jaubj и det(a,-3) > 0; он определяет
противоположную ориентацию, если det(a,j) < 0. Та-

ким образом, каждое векторное пространство поло-

жительной размерности имеет в точности две ориен-

тации. Векторное пространство Rn имеет стандарт-
ную ориентацию, соответствующую базису

A,0, .... 0), @,1,0 0),...,@,..., 0, 1)

Для нульмерного векторного пространства удобно
определить «ориентацию» как символ +1 или —1.

Ориентированное гладкое многообразие состоит из

многообразия М и ориентации, выбранных для каж-

дого касательного пространства ТМХ. При m ^ 1 тре-
буется выполнение следующего условия согласования

этих ориентации: для каждой точки М должны су-
ществовать окрестность UczM и диффеоморфизм п,
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отображающий U на открытое подмножество в R!":
или Нт, который сохраняет ориентацию в том смыс-

ле, что для каждого х е U изоморфизм dhx перево-
дит') выбранную ориентацию пространства ТМХ в

стандартную ориентацию -пространства Rm.
Если М связно и ориентируемо, то оно имеет в

точности две ориентации.

Р и с. 8. Как ориентировать край.

Если М имеет край, то мы можем в точке х края
различать три типа векторов касательного простран-
ства ТМХ:

1) векторы, касательные к краю; они образуют
(пг — 1)-мерное подпространство T(dM)xcz TMX;

2) векторы, направленные «наружу»; они обра-
зуют открытое полупространство, ограниченное под-

пространством Т(дМ)х;
3) векторы,направленные «внутрь»; они образуют

дополнительное полупространство.
Каждая ориентация многообразия М определяет

ориентацию края дМ, а именно: для х е дМ выберем
положительно ориентированный базис (и4 vm)
в ТМХ таким образом, чтобы v%, ¦.., vm касались

') Если А: Е-+Е' — линейный изоморфизм двух конечномер-
ных действительных векторных пространств иве выбрана ори-
ентация, то А переводит ее в некоторую ориентацию простран-
ства ?' согласно следующему правилу: пусть (&t bm)— ба-
знс в Е, принадлежащий выбранной в Е ориентации} тогда в Е'

берется ориентация, соответствующая базису (АЬХ, ..., Abm).
Заметим еще, что не на всяком многообразии можно ввести

ориентацию и что многообразия, для которых это можно сде-

лать, называются ориентируемыми, в остальные — неориентируе-
мыми. — Прим. ред.
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края (предполагается, что m^2), a vt был направ-
лен «наружу». Тогда базис (v2, ..., vm) определяет

требуемую ориентацию края дМ в точке х.

Если размерность многообразия равна 1, то каж-

дой точке края приписывается ориентация +1 или

— 1в зависимости от того, будет ли положительно

направленный вектор в точке х направлен «наружу»
или «внутрь» (см. рис. 8).

Например, единичную сферу 5т <=/? можно
ориентировать как край шара Dm.

Степень Брауэра

Пусть М и N — два «-мерных ориентированных

многообразия без края, и пусть

f: M-+N

— гладкоеотображение. Если М компактно, а N

связно, то степень отображения определяется сле-

дующим образом:
Пусть jel — регулярная точка отображения /,

т. е. dfx' ТМХ —> TNцХ) — линейный изоморфизм ориен-
тированных векторных пространств. Определим
signd/x равным +1 или —1 в зависимости от того,

сохраняет dfx ориентацию или нет.

Для любого регулярного значения у определим

; */)= 2

Как и в § 1, целое число deg(f; у) —локально по*

стоянкая функция от у. Эта функция определена на

открытом всюду плотном множестве многообразия N.

Теорема А. Целое число deg(/; у) не зависит от

выбора регулярного значения у.

Оно будет называться степенью отображения f и

обозначаться через deg f.

Георема В. Если отображение { гладко гомотопно

g, то deg/ = degg.
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По существу доказательство будет таким же, как

и в § 4, только необходимо внимательно следить за

орйентациями.
Сначала рассмотрим следующую ситуацию: пред-

положим, что М является краем компактного ориен-
тированного многообразия X и М ориентировано как

край многообразия X.

Лемма 1. Если f:M~*N продолжается до глад-
кого отображения F: X-+N, то deg(f; у) = 0 для
любого регулярного значения у.

Доказательство.- Сначала предположим, что

у является регулярным значением как для F, так и

для f = F\M. Компактное одномерное многообразие
Р~*(у) представляет собой конечное объединение дуг
и окружностей, причем граничные точки дуг лежат

на М = дХ. Пусть A czF'^y) —одна из дуг, дА =
= {fl} U {Ь}.
Мы покажем, что

sign dfa + sign dfb = О

и, следовательно (надо суммировать по всем таким

отрезкам), что deg(f, у) = 0.

N

Рис. 9. Как ориентировать F~l (у).

Ориентации многообразий X п N следующим об-

разом определяют ориентацию дуги А. Пусть хеД
и пусть (vt, ..., vn+i) — положительно ориентирован-

ный базис в ТХХ, причем t»i касается дуги А. Тогда Vi

определяет требуемую ориентацию пространства ТАХ
в том и только в том случае, когда dFx переводит
(vz, ..., t»n+i) в положительно ориентированный ба-
зис пространства TNy.
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Пусть Vi(x) обозначает положительно ориентиро-
ванный единичный вектор, касательный к Л в точке

х. Ясно, что Vi
— гладкая функция и v\{x) направлен

«наружу» в одной точке края (скажем, в Ь) и

«внутрь» — в другой (в а).
Отсюда немедленно следует,-что

signd/a = —I,

а сумма равна нулю. Просуммировав по всем таким

дугам, мы докажем, что deg(/; у) = 0.
Более общо, предположим, что уй является регу-

лярным значением для /, но не для F. Функция
deg(/; у) постоянна в некоторой окрестности U точки

z/o- Поэтому, как в § 4, мы можем выбрать внутри U
регулярное значение у отображения F и заметить,

что тогда

deg(/; z/o) = deg (/; */) = 0.

Это доказывает лемму 1.

Теперь рассмотрим некоторую гладкую гомотопию
F: [0, 1] X М -> N, связывающую два отображения
f() F(O)() F(l)

Лемма 2. Степень deg(g; у) равна deg(f; у)
для любого общего регулярного значения у.

Доказательство. Многообр азие [0, 1 ] X М
может быть ориентировано как произведение двух

ориентированных многообразий. Тогда его край будет
состоять из 1 X М (с правильной ориентацией) и

0 ХМ (с неправильной ориентацией). Таким обра-
зом, степень отображения F|d([0, 1] X Щ Для регу-

лярного значения у равна разности

deg(g; z/)-deg(/; у),

а эта разность, согласно лемме 1, должна равняться

нулю.

Остальная часть доказательства теорем А и В со-

вершенно аналогична рассуждениям § 4. Для двух
регулярных значений у и z отображения f:M-+N
выберем изотопный тождественному диффеоморфизм
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h: N-+N, переводящий у в z. Тогда h будет сохра-
нять ориентацию, и простая проверка показывает, что

degtf; y) = deg(hof; h{y)).

Отображение / гомотопно /t°f. Из леммы 2 не-

медленно следует, что

deg(ft°f; z) = deg(f; 2).

Поэтому deg(f; у) = deg(f; 2), что заканчивает

доказательство.

Примеры. Комплексная функция z -*¦ zk, z Ф О,
отображает единичную окружность на себя, причем
степень этого отображения равна k (здесь к может

быть произвольным целым числом — положительным,

отрицательным или нулем).
Вырожденное отображение

/: М —> постоянная е; N

имеет степень нуль. Диффеоморфизм f: M —* N имеет
степень либо +U либо —1 в зависимости от того,

сохраняет или обращает он ориентацию. Поэтому
обращающий ориентацию диффеоморфизм компакт-

ного многообразия без края не может быть гладко
гомотопен тождественному.

Отражение^: 5"->Sn,

дает пример диффеоморфизма, обращающего ориен-
тацию. Центральная симметрия 5П —*Sn, х—*¦—х

имеет степень (—l)n+1, в чем легко убедиться, пред-
ставив ее в виде композиции п + 1 отражений:

Таким образом, при четном п центральная сим-

метрия сферы Sn не может быть гладко гомотопна

тождественному отображению — факт, который не

улавливается с помощью степени отображения mod 2.

В качестве приложения мы, следуя Брауэру, по-

кажем, что на Sn тогда и только тогда существует
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нигде не обращающееся в нуль касательное вектор-
ное поле, когда п нечетно. (Сравните рис. 10 и 11).

Определение. Гладкое касательное векторное

ноле *) на М cz Rh — это такое гладкое отображение
v: М -+ Rh, что v(x) e ТМХ для всех хеМ, Для сфе-
ры S" сг Rn+l последнее, очевидно, эквивалентно ус-

ловию

A) v(x)-х = 0 при всех хе 5П,

где точка означает евклидово скалярное произведе-
ние в Rn+i.

Рис. 10. Вектор-
ное поле на одно-

мерной сфере, ни-

где не обращаю-
щееся в нуль.

Рис. 11. Попытки построить такое
поле на двумерной сфере.

Если v(x) нигде че равно нулю, то мы можем так-

же считать, что

B) v (х) • v (х) = 1 при всех

Во „всяком случае, v(x) — v(x)/\\v(x)\\ будет вектор-
ным полем, удовлетворяющим этому условию. Таким

образом, мы можем рассматривать v как гладкое

отображение сферы 5" в себя.

Теперь определим гладкую гомотопию

F: SnX[0, n]-+Sn

,') Обычно слово «касательное» опускают, хотя на многообра-
зии в евклидовом пространстве может понадобиться рассматри-
вать* й не касательные поля, — Прим. ред.
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формулой F(x, 6) = xcos9 + i»(*)sin0. Прямой под-

счет показывает, что

F(x,Q)-F(x, 6)=1
и

F(x, 0) = х, F(x, п) = — х.

Таким образом, центральная симметрия оказа-

лась гомотопной тождественному отображению, что

невозможно, как мы видели, при четных п.
С другой стороны, если п = 2k—1, то формула

f(*l *2fc)=(*2>— *1> •••> X2k> —*2fc-l)

определяет нигде не обращающееся в нуль касатель-
тое векторное поле на 5". Утверждение полностью

доказано.

В частности, отсюда следует, что при нечетном п

центральная симметрия сферы Sn действительно гомо-

топна тождественному отображению. Знаменитая тео-

рема, принадлежащая Хопфу, утверждает, что два

отображения связного n-мерного многообразия в

n-мерную сферу гладко гомотопны тогда и только

тогда, когда их степени совпадают.

В § 7 мы докажем более общий результат, и" ко-

торого будет следовать теорема Хопфа.

§ 6. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ И

ЭЙЛЕРОВА ХАРАКТЕРИСТИКА

В качестве дальнейшего приложения понятия сте-

пени отображения мы изучим векторные поля на Дру-
гих многообразиях.

Рассмотрим сначала открытое множество UczRm
адкое векторное поле

v: U->Rm

с изолированным нулем в точке ге1/, Функция
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отображает маленькую сферу с центром z в единич-

ную сферу1). Степень этого отображения назовем

индексом i векторного поля v в точке г2).
На рис. 12 представлено несколько примеров та-

ких векторных полей с индексами —1, 0, 1,2. (С век-

торным полем v тесно связаны кривые, «касающиеся»
поля v, которые получаются решением системы диф-
ференциальных уравнений dxt/dt = Vi(xit .... х„).
Именно эти кривые3) и изображены на рис. 12.)

Нуль произвольного индекса можно получить сле-

дующим образом: на плоскости комплексного пере-

менного многочлен zh определяет гладкое векторное
поле с нулем индекса k в начале координат, а функ-
ция zk определяет векторное поле с нулем индекса

—k.

Мы должны доказать, что определение индекса

инвариантно относительно диффеоморфизмов. Чтобы

объяснить, что же это значит, рассмотрим более об-

щую ситуацию. Пусть задано гладкое отображение
f: M —>N и на каждом многообразии определено век-

торное поле.

Определение. Векторные поля v на М и и'
на N называются ^-связанными, если дифференциал
dfx переводит v(x) в v'(f(x)) для всех JteM.

') Каждая сфера должна быть ориентирована как край
соответствующего шара.

2) Атакже индексом нуля z этого векторного поля. Часто
вместо «нуля» говорят об «особой точке» векторного поля, хотя
с аналитической точки зрения никаких особенностей у поля и
там может не быть; особенность имеется у соответствующего
поля единичных касательных векторов v.

Заметим попутно, что если в Rm на компактном гладком

(т —1) -мерном многообразии М задано векторное поле о (не
обязательно касательное), нигде на М не обращающееся в нуль,
то степень отображения

Д|т_1_>§т_, х^^>II о (*) .1

называется вращением поля v на М. С ним встречаются не толь-

ко при определении индекса, но и в других случаях; см., напри-

мер, лемму 3 ниже. — Прим. ред.
3) Ихназывают интегральными кривыми, траекториями или

силовыми линиями поля v. — Прим. ред.
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I =¦¦ 1=0

Р и с. 12. Примеры векторных полей на плоскости (t — индекс).

Если / — диффеоморфизм, то и', конечно, одно-
значно определяется по v. В этом случае мы будем
писать

Лемма 1. Предположим, что векторное поле v

на U ^-связано с полем

v =df о v °/~'

на U' с помощью диффеоморфизма f: * U'. Тогда
индекс поля v в изолированном нуле г , "чдек-
су поля v' в f(z).
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Предположив, что лемма 1 доказана, мы можем

следующим образом ввести понятие индекса век-

торного поля w на произвольном многообразии М.

Если g: U-*-M — параметризация окрестности точки

z на М, то индекс i векторного поля w определяется
как индекс соответствующего векторного поля

dg-{°w°g на U в точке g~'B)- Из леммы 1, очевид-

но, будет следовать, что индекс i корректно опреде-
лен •).

Доказательство леммы 1 будет основано на дока-

зательстве совсем другого утверждения.

Лемма 2.Любой сохраняющий ориентацию диф-
феоморфизм f евклидова пространства Rm гладко изо-

топен тождественному.

(Напротив, для многих значений m существуют

сохраняющие ориентацию диффеоморфизмы сферы
Sm, которые не являются гладко изотопными тожде-

ственному; см. [20, стр. 41].)

Доказательство. Мы можем считать, что

ДО) = 0. Так как дифференциал в нуле можно опре-
делить как

то естественно ввести изотопию

F: RmX[0, 1]->Г\

определяемую формулами

F(x, t) = f{tx)/t при 0<г<1,

F(x, 0) = dfQ(x).

Для доказательства гладкости отображения F

при t = 0 мы- перепишем f в виде2)

x)+ ... +xmgm{x),

') То есть его определение не зависит от выбора параметри-
зации. — Прим. ред.

2) См., например, [22, стр. 14], а также упр. 4.11 из Уолле-

са.— Прим. ред.
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где gi, ..., gm — некоторые гладкие функции, и за*

метим, что

F (х, t) = xlgl (tx) + • • • + xmgm (tx)

для всех значений t.

Поэтому / изотопно линейному отображению dfo,
которое, очевидно, изотопно тождественному1). Лем-
ма 2 доказана.

Доказательство леммы 1. Мы можем счи-

тать, что z = f(z) = 0 и [/ — выпуклая окрестность.
Если f сохраняет ориентацию, то, проведя в точ-

ности те же самые рассуждения, мы построим такое

однопараметрическое семейство вложений2)

что f0 — тождественное вложение, fi = f и ft@) = 0

при всех t. Пусть v\ — векторное поле dft°v°fTl на

ft(U), /(-связанное с полем v на U. Все эти векторные
поля определены и не обращаются в нуль на доста-

точно малой сфере с центром в 0. Следовательно, ин-

декс поля v — v0 в 0 должен совпадать с индексом

поля v' = Vi в 0, что доказывает лемму 1 для сохра-1
няющих ориентацию диффеоморфизмов,

') Пусть А — матрица с положительным определителем; тог-

да существует такая матрица A(t), которая гладко зависит от t,
0 ^ t ^ 1, и ни при одном / не вырождается, причем Л@) = А
и А(\)—единичная матрица. Действительно, А можчо предста-
вить в виде А = SU, где S — положительно определенная сим-

метричная матрица, а 0 — ортогональная матрица с определи-
телем 1. (Именно, S определяется из условия АА' = S2, где

штрих обозначает транспонирование.) Поэтому наше утвержде-

ние достаточно доказать отдельно для S я U. Это проще всего

сделать, приведя S к диагональному виду, a U — к виду, состоя-

/ cos ф sin cp\
щему из «блоков» I

sjn ф C0S(p! и диагональных элемен-

это
(~1 °\

тов ±1; при этом —1 войдет четное число раз, а I
о _i) —

«блок» указанного выше вида с ф = я, поэтому можно считать,
что имеются только «блоки» и диагональные единицы. — Прим.
ред.

2) См. Уоллес, определение 3.2. — Прим. ред.
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Среди диффеоморфизмов, обращающих ориента-
цию, достаточно исследовать случай отражения р.
Тогда

о/ = ро 0°р~',

а для соответствующего отображения о' (х) = ,.°,, . „

>еры радиуса е в единичную сферу будет справед-
ливо соотношение

v' = ро б о р-'.
Очевидно, степень отображения v' равна степени ото-

бражения v, что завершает доказательство леммы 1,

Мы сейчас получим классический результат, от-

носящийся к следующей ситуации: М — компактное

многообразие, w — гладкое векторное поле на М

с изолированными нулями. Если М имеет край, то

требуется, чтобы векторное поле w в каждой точке

края было направлено наружу.

Теорема Пуанкаре — Хопфа. Сумма 2i индексов

нулей такого векторного поля равна эйлеровой ха-

рактеристике*)
m

X(A*)=S(-1)' ранг Ht(M).

В частности, эта сумма индексов является топо-

логическим инвариантом многообразия М, т. е. она

не зависит от конкретного выбора векторного поля.

(Двумерный вариант этой теоремы был доказан

Пуанкаре в 1885 г. Полностью теорема была дока-
зана Хопфом [54] в 1926 г., вслед за частичными ре-
зультатами Брауэра и Адамара.)
Мы докажем часть этой теоремы и дадим набро-

сок остального. Сначала рассмотрим частный слу-
чай — компактную область в Rm.

') Здесь Hi(M) обозначает i-ю группу гомологии многообра-
зия. Это наша первая и последняя ссылка на теорию гомологии.
(Читатель, не знакомый с теорией гомологии, может ограничиться
таким вариантом: сумма индексов для всех векторных полей с изо-

лированными нулями (направленных на крае наружу, если есть

край) одна и та же. — Ред.)
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Пусть X cr R™ — компактное m-мерное многооб-

разие с краем. Гауссово отображение *)

ставит в соответствие каждой точке х е дХ единич-
ный вектор, нормальный к^в точке х и направлен-
ный наружу многообразия X.

Лемма 3 (Хопф). Если v: X->Rm — гладкое век-

торное поле с изолированными нулями, направленное
на крае наружу многообразия X2), то сумма ин-

Р и с. 13. Пример вектор-
ного поля с суммой индек-

сов + 1.

дексов 21 равна степени гауссова отображения
края дХ в S"»-1. В частности, 2i не зависит от выбо-

ра V.

Например, если v — векторное поле на шаре Dm,

направленное на крае наружу, то 21-—1 (см.
рис. 13).

Доказательство. Вырезав шар радиуса г

вокруг каждого нуля, мы получим новое многообра-
зие с краем. Отображение v(x) = v(x)l\\v(x)§ пере-
водит это многообразие в 5m-1. Следовательно, сум-

Его называют также нормальным.
— Прим. ред.

) И, в частности, нигде на дХ ие обращающееся в нуль.
—

Прим. ред.

')
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ма степеней ограничений отображения v на различ-
ные компоненты края равна О1). Но v\dX гомотопно

g2). Сумма же степеней ограничений на остальные

компоненты края равна—2i- (Знак минус стоит пе-

ред суммой ввиду неправильной ориентации каждой
маленькой сферы3).)

Поэтому

что и требовалось доказать.

Замечание. Степень отображения g известна
также под названием «интегральной кривизны» ги-

перповерхности дХ, так как она пропорциональна
интегралу по дХ от гауссовой кривизны. Она равна,
конечно, эйлеровой характеристике многообразия X.

Для нечетного т она равна также половине эйлеровой
характеристики многообразия дХ4)>

Прежде чем распространить этот результат на

другие многообразия, необходимы некоторые приго-
товления.

') Используется лемма 1 из § 5 и тот простой, факт, что для

несвязного многообразия М степень отображения равна сумме
степеней ограничений этого отображения на компоненты связ-

ности многообразия М. — Прим. ред.

а) Доел очно рассмотреть.,.. ,.
_ . ,—г..Знаменатель нигде

не обращается в нуль, так как ни в одной точке х е дХ направ-
ление одного из этих двух поле"' не противоположно направлению

другого.
— Прим. ред.

3) ПустьD™ (х) — шар радиуса е с центром в Л, а

S™~ (x) — ограничивающая его сфера. Обозначим нули вектор-
ного поля v через х\, ..., xn. Индекс точки Xi—это степень

отображениях->jj—T-r-j. сферы S™~l{x) в Sm~!, где сферы должны

быть ориентированы как края соответствующих шаров. Но ориен-

тация, которую .

S™~1 (x) получает как край многообразия
Y = X\ М Df {хг), противоположна ориентации ее как края

i

шара D™(xj), потому что если в какой-нибудь точке сферы век-

тор направлен наружу D^(a;(), to тот же вектор в этой же точ-

ке направлен внутрь Y.—Прим. ред.
4) См.§ 8, задача 20. — Прим. ред.
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Естественно попытаться вычислить индькс век-

торного поля v в нуле z с помощью производных по-

ля у в точке z. Рассмотрим сначала векторное поле

v на открытом множестве UczRm. Будем рассматри-
вать его как отображение U -*¦ Rm, так что определен
дифференциал dvz.

Определение. Векторное поле ь называется

невырожденным в точке z, если линейное преобразо-
вание dvz невырожденно.

В этом случае г — изолированный hj

Лемма 4. Индекс векторного поля v в невырож-
денном нуле z равен, либо +1» либо —1, в зависи-

мости от того, положителен или отрицателен опреде-
литель дифференциала dvz.

Доказательство. Будем рассматривать
как диффеоморфизм некоторой выпуклой окрестности
Uо точки z в пространство Rm. Можно считать, что
г = 0. Если отображение v сохраняет ориентацию,
то мы уже видели, что v\U0 может быть гладко про-

деформировано в тождественное отображение, причем
никаких новых нулей не появится. (См. леммы 1, 2.)
Поэтому индекс равен +'•

Если v обращает ориентацию, то совершенно ана-
логичным образом оно может быть продеформиро-
вано в отражение; отсюда i = ¦—1.

Более общо, рассмотрим нуль г векторного поля

ю на многообразии М с: Rh. Будем рассматривать
w как отображение М "в Rh с дифференциалом
dwz. TMZ-+Rk

Лемма 5. Дифференциал dwz в действительности

переводит TMZ в подпространство TMZ с Rh; поэтому
dwz можно рассматривать как линейное преобразо-
вание пространства TMZ. Если это линейное преобра-
зование имеет определитель D Ф 0, то z является

изолированным нулем поля w. Индекс точки г ра-

вен + 1 или —1 в зависимости от того, полом гелен

О или отрицателен.
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Доказа. гсьство. Пусть h: U-+М — пара-
метризация некоторой окрестности точки г, е{ обозна-

чает t-й базисный вектор в Rm, и пусть

так что векторы tl, ..., tm образуют базис касатель-*
ного пространства ТМщ-ф. Нам нужно вычислить,
куда переходит вектор Ь = Р(и) под действием ли-

нейного преобразования dWh{Uy Сначала заметим, что

A) dwh{u){tl) = d(w о h)a(el) = dw (h{u))ldUl.

Пусть v = I,VjeJ — векторное поле на U, которое
/г-связано с векторным полем w на М. По определе-
нию v == dh'^o w ah и

Поэтому

B) dw (h {и)Iдщ = 2 (dvj/дщ) t1 + 2 »/

Комбинируя формулы A) и B), мы получаем в нуле
Л (г) векторного поля v следующую формулу:

C) лм<*)= 2 (*»/»<'.

Таким образом, do>z отображает TMZ в себя, а опре-
делитель D этого преббразования 77WZ—>¦ TMZ равен
определителю матрицы (dvj/dui), что вместе с лем-

мой 4 завершает доказательство.

Теперь мы рассмотрим компактное многообразие
без края М с= Rh. Пусть Л^е обозначает замкнутую
е-окрестность многообразия М, т- е. множество всех та-

ких х е= Rh, что || л: — у || ^g для некоторого jeM.
Можно показать, что Af8. будет гладким многообра-
зием с краем при достаточно малых е (см. § 8, за-

дача 11).

Теорема 1. Для любого векторного поля v на М,
меющего только невырожденные нули, сумма
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индексов 2i равна степени гауссова отображения 1)

g: dN&->Sk-1.

В частности, эта сумма не зависит от выбора век-

торного ПОЛЯ V.

Доказательство. Для x^Ne через r(x) 6JH
мы обозначим ближайшую к х точку многообразия
М (см. § 8, задача 12). Заметим, что вектор х — г(х)
перпендикулярен касательному пространству к М

М

Рис. 14. е-окрестность
многообразия М.

в точке г(х), иначе г(х) не была бы ближайшей к х

точкой многообразия М. Если е достаточно мало, то

г(х)—гладкая и корректно определенная функция.
Мы будем также рассматривать квадратичную

функцию расстояния

Простой подсчет показывает, что градиент функ-
ции ф задается соотношением

Отсюда для каждой точки х поверхности уровня

dNe = ф""'(е2) внешний единичный Нормальный век-

') Другая интерпретация этой степени дана Аллендорфером
и Фенхелем: степень отображения g может быть выражена че-

рез интеграл по М от подходящего скаляра кривизны; таким об-

разом получается m-мерный вариант классической теоремы Гаус-
са— Бонне (см. [2], [48], а также Чжень [57]).
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тор задается равенством

g"(-^) = grad ф/Hgrad Ф || = 4-(-^ — rW)-

Продолжим v до векторного поля до на окрест-
ности Ne, полагая

до (х) = (х — г (х)) + v (г (х)).

Тогда до направлено «наружу» на крае, так как

скалярное произведение w(x) -g{x) = e > 0.

Заметим, что до обращается в нуль только в ну-
лях поля v на М; это явствует из того, что два сла-

гаемых х — г(х) и v(r(x)) взаимно ортогональны.

Вычислив дифференциал до в нуле z e M, найдем,
что

dwz (h) — dvz (/г) для всех h e TMZ,

dwz (h) —h для he TM

Z'

X

z •

Поэтому определитель отображения dwz равен
определителю отображения dvz. Следовательно, ин-

декс поля до в нуле г равен индексу i векторного поля

v в точке z.

Но, в соответствии с леммой 3, сумма индексов

2 l равна степени g. Тем самым теорема 1 доказана.

Примеры. На сфере Sm существует векторное
поле, направленное на «север» в каждой точке1).
В южном полюсе векторы направлены от полюса (ин-
декс равен +1), а в северном полюсе сходятся

внутрь (индекс равен (—\)т). Поэтому инвариант

2i~ равен нулю для нечетных т и 2 для четных. Это

дает новое доказательство того факта, что на четно-

мерной сфере любое векторное поле имеет"нуль.

Для нечетномерного многообразия без края

инвариант 21 равен нулю, так как, если заменить

') Например, о можно определить формулой о(л) =р —
— [рх)х, где р

— северный полюс (см. рис. 11).
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векторное поле v на —v, то каждый индекс умножит-
ся на (—1)"\ а равенство

для нечетных т влечет за собой

Замечание. Имеется теорема Хопфа, утверж-
дающая, что если для связного многообразия М

имеет место равенство Si= 0, то на М существует
векторное поле, нигде не обращающееся в нуль1).

Чтобы доказать теорему Пуанкаре — Хопфа в

полном объеме, необходимо сделать еще три шага.

1-й шаг. Отождествление инварианта Si с эйле-

ровой характеристикой %(М). Достаточно построить
только один какой-нибудь пример невырожденного
векторного поля на М, для которого легко проверя-

лось бы, 4to2i=xCM)- Наиболее удобный способ

построения таков.

Согласно М. Морсу, на М обязательно сущест-
вует функция с действительными значениями, «гра-
диент» которой является невырожденным векторным
полем2). Кроме того, Морс показывает, что сумма
индексов такого градиентного векторного поля равна

эйлеровой характеристике многообразия М. Подроб-
ное изложение этих рассуждений читатель может

найти у Милнора [22, стр. 40, 47].

2-й шаг. Доказательство теоремы.для векторных
полей с вырожденными нулями. Рассмотрим сначала

векторное поле v на открытом множестве U, имею-

щее изолированный нуль в точке г. Если функция
Я: U-*[0, 1]

равна 1 в малой окрестности Ni точки z и pai нулю
вне несколько большей окрестности N, а у доста-

>) См. § 8, задача 21*. — Прим. ред.
2) См. § 8, задача 19*. —Прим. ред.
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точно малое регулярное значение для v, то векторное
поле

невырожденно1) внутри N. Сумма индексов для ну^
лей, лежащих внутри А/, может быть вычислена через
степень отображения

б: dN^S '1;

поэтому она не изменилась после замены v на v'.
Более общо, рассмотрим векторные поля на ком-

пактном многообразии М. Локально применяя эти

рассуждения, мы видим, что любое векторное поле

с изолированными нулями можно заменить невырож-

денным векторным полем, не. изменив Ei.

3-й шаг. Многообразия с краем. Если М cz Rh
имеет край, то любое векторное поле, направленное
на дМ «наружу», опять можно так продолжить на

окрестность Ns, чтобы на 6Ne оно было направлено
наружу. Однако возникают некоторые трудности с

гладкостью из-за края М. Так, Ne не является глад-

ким (в нашем смысле, т. е, дифференцируемым клас-

са С°°) многообразием, а только многообразием клас-

са С1.

Продолжение до, если определять его, как и выше,

формулой w(x) = v(r(x)) + (х— г (х)), будет толь-

ко непрерывным векторным полем вблизи дМ. Тем не

менее доказательство можно довести до конца либо

показав, что наши сильные требования гладкости в

действительности не нужны,- либо другими мето-

дами2).

•) Ясно, что v' невырожденно внутри N\\ но если у доста-

т 1но мало, то v' вообще не будет обращаться в нуль на N\Nt
2) При первом варианте наиболее «неприятной» является,

вероятно, «обосновательская» деятельность, вроде доказательства

С-гладкрсти Ne, однозначной определенности и непрерывности

г(х) и тому подобные простые, но громоздкие рассуждения. О не-

прерывных векторных полях см. § 8, задача 18*. Другой ваг

риант- 8, задача 20*. — Прим. ред.
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§ 7. ОСНАЩЕННЫЙ БОРДИЗМ1);
КОНСТРУКЦИЯ ПОНТРЯГИНА

Степень отображения М-+М' определена только

в том случае, когда М и М' — ориентированные мно-

гообразия одинаковой размерности. Мы будем изу-
чать предложенное Понтрягиным обобщение степени,

определяемое для произвольного гладкого отображе-
ния

f: M->SP

произвольного компактного многообразия без края
в сферу. Сначала дадим несколько определений.

Пусть N и N' — компактные n-мерные подмного-

образия Ж, причем dN = dN' = дМ = 0. Разность

размерностей т — п называется коразмерностью под-

многообразий.

Определение. Подмногообразие N бордантно
N' в М, если подмножество

многообразия М X [0, 1] можно так расширить до
компактного многообразия

ХсМХ[0, 1],
что

J) Следует предупредить о некотором разнобое в терминоло-
гии. Бордизмы еще несколько лет назад называли (а иногда
и сейчас по старой памяти называют) кобордизмами. Такой тер-
минологией пользовался и Милнор в оригинале этой книги. Не-

давнее изменение терминологии вызвано тем, что бордизмы (быв-
шие кобордизмы) в некотором отношении аналогичны гомоло-

гиям; термин «кобордизм» резервируется для другого понятия,

примерно так же связанного с бордизмами, как когомологии с го-
мологиями.

Далее, термин «бордизм» чаще употребляется в словосоче-
тании «класс бордизмов» (т. е. класс бордантных друг другу под-

многообразий многообразия М). Вместе с тем раньше слово

«бордизм» (в то время
— «кобордизм») означало тройку (X, N,

N) с описанными выше свойствами. В переводе было решено

сохранить «бордизмы» только в первом словосочетании. Что же

до X, то я рискнул воспользоваться словом, которое топологи
постоянно употребляют устно: они называют X «пленкой»

(подробнее: пленкой, соединяющей N с N' или реализующей их

бордантность). — Прим. ре$.



М*0 М*1 'М*2

Рис. 15. Склеивание двух бордизмов внутри Af.

М* [0.1]
Рис. 16. Оснащенные подмногообразия и осна-

щеннар пленка.
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а X (которое в дальнейшем будет называться «плен-

кой») не пересекается с М X О U Af X 1, кроме точек

края дХ.

Ясно, что бордизм является отношением эквива-

лентности (см. рис. 15).
Определение. Оснащением подмногообразия

NaM называется гладкая функция Ь, ставящая

в соответствие каждой точке jreJV базис

»(*)'= (о'(х), .... о«-»(*))

пространства TNx с: ТМХ векторов, нормальных в

точке х к N в многообразии М. (см. рис. 16). Пара
(N, Ь) называется оснащенным подмногообразием
многообразия М. Два оснащенных подмногообразия
(N, Ь) и (Ы',ы)-оснащенно бордантны, если суще-
ствуют такая пленка X с М X [0,. 1], соединяющая N

и N', и такое оснащение и пленки X, что

и1 (х, t) = (vl (х), 0) для (х, *) е ЛГ X [0, в),

«'(*,*) = (о;'(*), 0) для (*,*)«=#'XU-в, 1].

Это опять отношение эквивалентности1).

') Так как далее речь будет идти о бордантности много-

образий, являющихся прообразами регулярных значений, то целе-

сообразно уточнить, что это означает в том случае, когда один

из этих прообразов пуст.
По большей части Милнор дает такие формулировки, кото-

рые сохраняются и в этом случае, если условиться чисто фор-
мально называть пустое множество 0 «компактным п-мерным

подмногообразием многообразия ЛЬ (с п, зависящим от обста-

новки. Когда речь идет об оснащении, то ввиду отсутствия в

0 точек сопоставлять им базисы не приходится.) Так, можно

всюду в приведенном выше определении бордантности подмного-

образий N и N' заменить N' на 0; получится формулировка не-

которого свойства подмногообразия NczM. Формальная замена

N' на 0 не совсем годится только в самом названии этого свой-

ства: если N этим свойством обладает, то обычно говорят, не

«Л/ бордантно в М пустому множеству», а «Л/ бордантно в М

нулю», или «Л/ ограничивает в М». Ради ясности повторим опре-
деления для этого случая.

Компактное л-мерное подмногообразие N с: М, где дМ =
= дМ = 0, бордантно нулю в М (ограничивает в М), если в

М X р,1] подмножество ifxP.e) можно расширить до «натя-
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Рассмотрим теперь гладкое отображение f:
и его регулярное значение у е S?. Отображение f сле-

дующим образом индуцирует оснащение многообразия
f~l(y). Выберем положительно ориентированный базис
ti = (у1, ..., vp) касательного пространства ,T(Sp)v.
Напомним, что для каждого x^f'^y) (см. стр. 194)
производная

dfx:TMx->T{S%

переводит подпространство Tf~l(y)x в 0, а его орто-

гональное дополнение Tf~l (y)x изоморфно отобра-
жает на T(Sp)v. Поэтому существует единственный

вектор

который переводится в о1' под действием dfx. Для по-

лученного оснащения wi(x), ..., wp(x) многообразия
f~l (У) будет удобно использовать обозначение Ю =

= гь.

Определение. Оснащенное многообразие
(/"'(у),/*Ь) будет называться многообразием Понт-
рягина, соответствующим отображению F.

Конечно, у f есть много многообразий Понтрягина.
Они получаются при различном выборе у и Ь, но все

они принадлежат к одному и тому же классу осна-

щенных бордизмов.

Теорема А. Если у' — другое регулярное значение

для f, a i/ — положительно ориентированный базис

нутой на N X 0 пленки X», т. е. до такого компактного подмно-

гообразия X cz M X [0,1], что дХ = N X 0 и X не пересекается
с Л1Х0 и М\у; кроме точек края дХ. Пусть теперь N осна-.
щено и »— оснащение. Пара (Л/, ») оснащение бордантна нулю
в М, если в AfX[0, 1] существует такая пленка X, натянутая на

N X 0, что » продолжается до оснащения и этой пленки в

MX [0,1], т.е.

и1 (х, t) = [vl (x), 0) при (ж,*)еЛГХ[0,в).
.— Прим. pedt
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пространства T(Sp)y', то оснащенное многообразие
(f~l(y'), /*b') оснащенно бордантно (f~[ (у), f*b).

Теорема В. Два гладких отображения многообра-
зия М в Sp гладко гомотопны тогда и только тогда,
когда соответствующие многообразия Понтрягина ос-

нащенно бордантны1).

Теорема С. Любое оснащенное компактное под-

многообразие (N, из) коразмерности р в М является

многообразием Понтрягина, соответствующим неко-

торому гладкому отображению f:M-+ Sp.

Таким образом, классы гомотопных отображений
находятся во взаимно однозначном соответствии с

классами оснащенных бордизмов подмногообразий.

Доказательство теоремы А очень похоже на рас-
суждения § 4 и 5. Оно будет основано на трех лем-

мах.

Лемма 1. Если b и Ь' — два разных положительно

ориентированных базиса в точке у, то многообразие
Понтрягина Ц~1(У), /*Ь) оснащенно бордантно много-

образию (/-'(JrtJV).

Доказательство. Выберем гладкий путь,
соединяющий Ь с Ь' в пространстве положительно

ориентированных базисов пространства T(S*>)y. Cy-
¦>ствование такого пути обеспечивается линейной

йязностью пространства положительно ориентиро-
ванных базисов, которое можно отождествить с про-
странством GL+(p, R) матриц р-ro порядка, имеющих

¦) В частности, гладкое отображение Afm->5p гладко гомо-

топно постоянному отображению (отображению, образ которого
сводится к одной единственной точке) тогда и только тогда,

когда соответствующее многообразие Понтрягина оснащенно бор-
дантно нулю.

Отметим еще, что в теореме В вместо «гладкой гомотопии»

можно говорить просто о «гомотопии», однако по-прежнему счи-

тая рассматриваемые отображения Mm-+Sp гладкими (см. § 8,
задача 4). Для непрерывных, но не гладких отображений
Mm-+Sv говорить о многообразии Понтрягина не приходится,

однако из той же задачи видно, что их гомотопическая класси-

фикация сводится к гомотопической классификации гладких

отображений. — Прим. ред.
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положительный определитель '). Этот путь и дает тре-
буемое оснащение пленки f~l (у) X [0, 1].

Допуская некоторую вольность в обозначениях, мы

будем часто опускать указание на /*Ь и говорить про-
сто об «оснащенном многообразии f~l{y)-».

Лемма 2. Если у — регулярное значение для f, a

z достаточно близко к у, то многообразие \~^(z* ос-

нащений бордантно многообразию f~l{y).

Доказательство. Ввиду компактности мно-

жества f(C) критических значений отображения /
мы можем выбрать так е > 0, чтобы е-окрестность
точки у содержала бы только регулярные значения.

Зафиксировав z, \\г — у\\<.г, выберем гладкое од-

нопараметрическое семейство вращений (т. е. изото-

пию) rt: Sp -> Sp так, что гх (у) — z и

1) rt— тождественное отображение при 0^^^

2) rtсовпадает с rt при 1 — е' < t sg: 1;

3) длявсех t, 0 s?; / =С 1, прообраз г (z) лежит

на большой окружности, проходящей черезу и г, и,

следовательно, является регулярным знач ">м ото-

бражения /. Определим гомотопию

F:MX[0, 1]->S"

формулой F(x, t) =rt°f(x). Для каждого t точка г

является регулярным значением композиции

rt о f : М -> S".

Из этого следует, что г тем более является регу-
лярным значением отображения F. Поэтому

Г'(г)сМХ[0, 1]
— оснащенное многообразие; оно задает оснащенный

бордизм между оснащенными многообразиями f~l(z)
и {ri°f)~l{z) — f~1°rT1(z) = f~1-(y). Это доказывает

лемму 2.

*) См. сноску на стр. 222. — Прим. ред.
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Лемма 3. Если fug гладко гомотопны, а у яв-
ляется регулярным значением для них обоих, то

/-' (у) оснащение бордантно g~l (у).

Доказательство. Выберем такую гомотопию

F, что

F(x,t) = f{x) при

F(x,t) = g(x) при

Пусть г — такое близкое к у регулярное значение

отображения F,' что f~l{z) оснащенно бордантно
tl(y) и e~l(z) оснащенно бордантно g^Hy). Тогда
F^iz)—оснащенное многообразие; оно задает осна-

щенный бордизм между f~l(z) и g4(z)- Это доказы-
вает лемму 3.

Доказательство теоремы А. Для двух
фиксированных регулярных значений у и z отобра*
жения / можно так выбрать вращения

rt: SP->SP,

что го — тождественное отображение, a rt(z) = z.

Тогда отображение f. гомотопно композиции п°р,
поэтому f~l(z) оснащенно бордантно оснащенному
подмногообразию

Доказательство теоремы А закончено.

Доказательство теоремы С будет основано на ут-

верждении, относящемся к следующей ситуации.
Пусть N с: М является оснащенным подмногообра-
зием коразмерности р с оснащением Ь. Пусть Af ком-

пактно и dN = дМ = 0.

Теорема ое окрестности — прямом произведении.

Некоторая окрестность подмногообразия N в М диф-
феоморфна произведению N X Rp> причем диффео-
морфизм можно выбрать так, чтобы каждая точка

х е N соответствовала точке (х, 0) еЛ^Х Rp, а лю-

бое наперед заданное нормальное оснащение Ъ(х)
соответствовало стандартному базису в Rp.
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Замечание. Не каждое подмногообразие'имеет
окрестность, диффеоморфную произведению подмно-

гообразия на евклидово пространство (см. рис. 17).

Доказательство. Сначала предположим, что

М является евклидовый пространством Rn+p. Рас-

смотрим отображение g\ N X Rp -* М, определенное
формулой

g(x; tx tp)= x + tlv1(x)+l... +tpvp(x).

Ясно, что дифференциал dg(Xt0 о>невырожден; по-

этому g диффеоморфно отображает некоторую окрест-
ность точки (х, 0)^ N X Rp на открытое множество.

Рис. 17. Подмногообразие, ие допу-

скающее оснащения.

Мы докажем, что при достаточно малом е > О

отображение g взаимно однозначно на всей окрест-
ности NX\Ue многообразия Л^ХО; здесь- Ue обозна-
чает е-окрестность нуля в /?р." В противном случае в

N ~X.Rp существовали бы такие пары (х, и) Ф (V, и')
со сколь угодно малыми || и || и || и' ||, что

Ввиду компактности многообразия № мы могли
бы выбрать такую последовательность подобных.пар,
что л; сходятся, скажем, к х0, х' — к x'Q, и-*0 и

и' —> 0. В этом случае ясно, что хо
— х'о, и мы полу-

чили бы противоречие с взаимной однозначностью

отображения g в окрестности точки (х0, 0).
Следовательно g диффеоморфно отображает

N X ^в на некоторое открытое множество. Но Ue
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диффеоморфно всему евклидову пространству Rp

посредством отображения

Так как g(x, 0) = x и dg(X:Q) обладает нужными
свойствами, то теорема об окрестности — прямом

произведении в частном случае М = Rn+p доказана.
В общем случае прямые линии в Rn+P нужно за-

менить геодезическими линиями на М. Более точно,

пусть g(x, ti, ..., tp) —конец дуги геодезической ли-

нии на М длины |[ tiVl(x) + • • • + tvvP(x)\\, выходя-

щей из точки х с начальным вектором скорости

Uvl{x)+ ... +tpv"(x)
II tx v1 (х) + ... + tpvp (х) II

"

Читателю, знакомому с геодезическими, не соста-

вит труда проверить, что при достаточно малом е ото-

бражение
g: NXUB->M

корректно определено, гладко и диффеоморфно ото-

бражает некоторую окрестность точки (х, 0)eJVX U_
на некоторое открытое множество1). Конец доказа-

тельства проводится точно так же, как выше.

е

') Читатель, недостаточно знакомый с геодезическими, воз-

можно, найдет. более простым следующий путь. Считая, что

Nn cz Mm с Rh, напомним, что Милнор рассматривает касатель-

ное пространство ТМ™ как m-мерное векторное.пространство в

Rk, проходящее через 0 (а не через х); параллельное ему линей-
ное пространство, проходящее через х, обозначим на минуту че-

рез Lx.

Пусть ТМХ — векторное {k — m)-мерное пространство,

ортогональное к ТМХ и тоже проходящее через 0, и L^r — парал-

лельное ему линейное пространство, проходящее через х. Точки

пространства Lx суть х + у, у е ТМХ, а точки Ь% суть х + z,

z е ТМ^. Каждую точку q e M можно ортогонально спроекти-

ровать на Lx и Lx; пусть х + у и x + z — эти проекции. Тогда
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Доказательство теоремы С. Пусть N с
\czM — компактное оснащенное подмногообразие без
края. Возьмем, как это было сделано выше, представ-
ление некоторой окрестности V подмногообразия N
в виде произведения

g: NXRp-*VaM

и определим проекцию

я: V-+R"

формулой n{g(x, у)) = у (см. рис. 18). Ясно, что О
является регулярным значением, а я-'@) в точности

совпадает с N вместе с заданным на нем оснащением.

N
Рис. 18. Построение отображения с за-

данным многообразием Понтрягина.

Теперь возьмем какое-нибудь гладкое отображе-
ние ф: Rp-*Sp, которое переводит все точки х

с || х || ^ 1 в одну «отмеченную» точку s0, а открытый

некоторая окрестность W точки х на многообразии М описы-

вается уравнением вида

z =f (у) (г е= TMJ, у г ТМХ, \\y\\ < е),
где fx: ТМХ -> ТМХ — гладкая функция и df* = 0.

Иными словами, каждая точка i|eF имеет своей ортого-

нальной проекцией иа Lx некоторое х + у, где у мало, а на

L^ — х + г, где г = /* (у); такую точку q мы обозначим через

Ь*(У). Тогда можно принять

g(x,tu .... tp) = hx(hvl(x)+ ... +tpvP(x)).
— Прим. ред.



242 ДЖ.МИЛНОР

единичный шар диффеоморфно отображает1) на

Sp \ s0. Определим

f: M^SP,
положив

f(x) = cp(n(*)) при xe=V,

f(x) = s0 при хфУ.

Ясно, что F — гладкое отображение и <р@) является

его регулярным значением. Так как соответствующее

многообразие Понтрягина

в точности совпадает с оснащенным многообразием
/V, то доказательство теоремы С закончено.

Для доказательства теоремы В. нам сначала необ-

ходимо показать, что многообразие Понтрягина лю-

бого отображения однозначно определяет его класс

гомотопных отображений. Пусть f, g: M -> Sp— глад-
кие отображения, а у является регулярным значением

для них обоих.

Лемма 4. Если оснащенное многообразие (f~l{y),
f*b) совпадает с (g~l(y), g*b), то отображение f
гладко гомотопно g.

Доказательство. Обозначим N — f (у). Пред-
положение f*b = g*b означает, что dfx = dgx для всех

x<=N.

Сначала предположим, что f в действительности
совпадает с g на целой окрестности V многообразия
/V. Пусть h: Sp\y-+Rp — стереографическая проекция

v) Например, <р(х) = h-l(x/%(\]x\]2)), где h — стереографиче-
ская проекция из точки So, A, — гладкая монотонно убывающая
функция, причем X{t) > 0 при ~1 < 1 и \(t) = 0 при t ^ 1.

(Считаем, что s0 — северный полюс сферы Sp, a Rp параллельно

?. - Ред.)
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из точки у. Тогда гомотопия

F(x,t) = f{x) при x^V,

показывает, что / гладко гомотопно g.
Таким образом, нам достаточно так продеформи-

ровать f, чтобы оно в некоторой малой окрестности

подмногообразия N совпало с g; при этом надо по-

заботиться о том, чтобы в процессе деформации ни-

какие новые точки не отображались бы в у. Возьмем

представление окрестности V многообразия N в виде

прямого произведения N X Rp -* V cz M, и пусть V —

настолько малая окрестность, что ни f(V), ни g(V)
не содержат точки у, центрально-симметричной точ-

ке у. Отождествляя VcNXRpviSP\y с Rp, мы

получаем из f, g отображения

F,G: NXR"^RP,
причем

f @) =G @) == N X 0

и

dF(x,o) = dGUiO) — (проекция на R*)

чля всех xeJV.

Сначала мы найдём такую постоянную с, что

F(x,u)-u>0, G(x,u)-u>0

при x^N и 0 < || и || < с, т.е. точки F(x,u) и

G(x, и) принадлежат одному и тому же открытому

полупространству в Rp 1). Поэтому гомотопия

-f)F(x,u) + tG(x,u),

соединяющая F с G, не переводит никаких новых то-

чек в 0 — по крайней мере при II и || < с.

Согласно теореме Тейлора,

\\F(x, и)-и||<с,||и|р при ||

Л"!Именно 3/ используется, что djx = dgx при всех

Прим рео.
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Поэтому
| (F(x, и)-и)-и |<с,||и IP

и

F(x, и)-и >||и|р — ct || и |р > О

при 0 < ||и||< гшп(е~', 1); аналогичное неравенство

справедливо и для G.

Чтобы образы удаленных от N точек не пришлось
двигать при гомотопии, возьмем такую гладкую функ-
цию К: Rp -*¦ R, что

Л(ы)=1 при || и ||<с/2,

А,(и) = 0 при \\и\\~^с.

Тогда гомотопия

Ft {х, и) = [ 1 - X (и) i] F {х, и) + % (и) tG (x, и)

соединяет отображение F = Fo с отображением Fu

которое A) совпадает с G в области ||м|[<-|-> B)
совпадает с F при II и || ^ с; C) не имеет новых ну-
лей. Тем самым получается требуемая деформация
исходного отображения f, и лемма 4 доказана.

Доказательство теоремы В. Если fug
гладко гомотопны, то, согласно лемме 3, многообразия
Понтрягина f'l(y) и g~l(y) оснащенно бордантны.
Обратно, если f~l(y) и g~l(y) оснащенно бордантны, а

(X, to) — оснащенная пленка, реализующая этот бор-
дизм, то с помощью рассуждений, полностью анало-

гичных доказательству теоремы С, строится гомото-
пия

F: MX[0, l]-+Sp,

для которой многообразие Понтрягина (F~l(y),
F*to) в точности совпадает с (X, to). Положим Ft (x) =
= F(x,t) и заметим, что Fo и f имеют одно и то же

многообразие Понтрягина. Поэтому ^о ~ f, согласно

лемме 4; аналогично Fx ~ g. Отсюда f ~ g, и теоре-
ма В доказана.

Замечания. Теоремы А, В и С можно легко

обобщить на тот случай, когда М — многообразие с
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краем. Основная идея состоит в том, чтобы рассмат-

ривать только те отображения, которые переводят
край в отмеченную точку so. Гомотопические классы

таких отображений

находятся во взаимно однозначном соответствии с

классами бордизмов оснащенных подмногообразий
N с: Внутренность (М)

коразмерности р. Если p~^-lJ2tn-\- 1, то в этом мно-

жестве гомотопических классов можно ввести струк-
туру абелевой группы, которая называется р-й кого-

мотопической группой п?(М, дМ). Групповая опера-
ция в пР(М,дМ) соответствует операции объединения

непересекающихся оснащенных подмногообразий, ле-

жащих во внутренности М (см. § 8, задача 17).

Теорема Хопфа

В качестве примера рассмотрим следующую си-

туацию. Пусть М — связное ориентированное много-

образие размерности m = р. Оснащенное подмного-

образие коразмерности р
— это просто конечное мно-

жество точек с выделенным базисом касательного

пространства в каждой из них.

Пусть sgn(x) равно +1 или —1 в зависимости от

того, согласуется ли ориентация выделенного базиса
с ориентацией М или нет. Тогда 2sgn(*), очевидно,
равна степени соответствующего отображения
М -*¦ Sm. С другой стороны, не трудно понять, что
класс оснащенных бордизмов нульмерных многообра-
зий однозначно определяется целым числом 2 sgn(x).
Следовательно, мы 'доказали следующую теорему.

Теорема Хопфа. Если М — компактное связное

ориентированное m-мерное многообразие без края, то

два отображения М ->¦ Sm гладко гомотопны тогда и

только тогда, когда они имеют одинаковую степень.

С другой стороны, предположим, что М неориен-
тируемо. Тогда, взяв какой-нибудь базис в ТМХ, мож-

но провести точку х по такому замкнутому пути в М,
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что этот базис непрерывно перейдет в базис, имею-

щий противоположную ориентацию1). В этом случае
просто доказывается следующее утверждение.

Теорема. Если М — связное .компактное неориенти-
руемое пг-мерное многообразие без края, то два ото-

бражения M-+Sm гомотопны тогда и только тогда,
когда они имеют одинаковую степень mod 2.

Теория оснащенных бордизмов была разработана
Понтрягиным для изучения гомотопических классов

отображений Sm->Sp при т> р (случай т < р три-

') Пусть x(t), 0 sg / < 1,— путь в многообразии М (т. е.

точка x(t) e M непрерывно зависит от t). Пусть выбрана ориен-

тация Оа касательного пространства ТМХ(О). Существует такой ба-

зис » в ТМхщ, который непрерывно зависит от t Лч. е. состоит

из непрерывно зависящих от t векторов) и при t = О ориентиро-

ван согласно Со. (Существование такого базиса v(i) оче-

видно, если весь путь целиком лежит в одной координатной
окрестности, т. е. х([0, l])cg((l), где g: U-+M — некоторая
параметризация. В общем же случае можно разбить путь на

участки, целиком лежащие в некоторых координатных окрестно-

стях.) Базисов. 8@ с указанными свойствами существует много,

но ориентация Ои которую »A) определяет в ТМхт, зависит

только от исходной ориентации О0 и, может быть, еще от.пути

x(t). (Если №(t)—другой непрерывно зависящий от t базис в

TMx{t), то при всех t переход от первого базиса ко второму опи-

сывается невырожденной матрицей m-го порядка, и если ее опре-

делитель положителен при t = 0, то он будет положителен и

при ( = 1.) Будем говорить, что ориентация О\ получается при
переносе Оо вдоль пути x(t).

Допустим теперь, что на М не существует замкнутого пути,
обращающего ориентацию, т. е. такого пути x(t), 0 ^ t ^ 1,

х@) = хA), при переносе вдоль которого в ТМхщ = ТМХ«>) по-

лучается ориентация, противоположная исходной. Зафиксировав
какую-нибудь точку х е М и какую-нибудь ориентацию <УХ про-
странства ТМХ, определим для любой точки у е М ориентацию

Оу, как ту ориентацию, которая получается при переносе (Ух
вдоль какого-нибудь пути, соединяющего х с у. Если бы Оу за-

висела от выбора этого пути, то, идя из х в у по одному пути и

возвращаясь из у в х по другому, мы получили бы путь, обра-
щающий ориентацию. Легко видеть, что ориентации Оу согласо-

ваны в смысле, указанном в начале § 5. Итак, если на много-

образии нет замкнутых путей, обращающих ориентацию, то оно

ориентируемо (кстати, очевидно, что обратное тоже верно).~
Прим. ред.
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виален). Например, если т = р + 1 ^- 4, то существует
ровно два гомотопических класса отображений Sm-+Sv.
Понтрягин доказал этот результат, классифицируя
одномерные оснащенные подмногообразия в Sm- Го-

раздо труднее оказалась эта задача при т
= р + 2>4,

но и в этом случае ему удалось, используя 2-мерные
оснащенные многообразия, показать, что существуют

ровно два гомотопических класса. Однако при т —

— р > 2 такой подход к этой задаче упирается в труд-
ности с многообразиями большей размерности1).
С тех пор выяснилось, что гомотопические классы ото-

бражений проще вычислять при помощи совсем дру-

гих, более алгебраических методов2). Конструкция
Понтрягина, однако, является обоюдоострым оружием.
Она не только позволяет нам переводить информацию
о многообразиях на язык гомотопической теории, но и,

наоборот, позволяет переводить информацию о гомо-

топиях на язык теории многообразий. Некоторые наи-
более глубокие работы по современной топологии

возникли при взаимодействии этих двух теорий. Важ-
ным примером является работа Тома о бордизме
([40], [21])

§ 8. УПРАЖНЕНИЯ

В заключение читателю предлагается несколько

задач.

Задача 1. Показать, что степень композиции

g°f равна произведению (степень g)• (степень f).
Задача 2. Показать, что любой комплексный

многочлен степени п задает гладкое отображение сте-

пени п сферы S2 на себя.

Задача 3. Доказать, что если отображения f
и g единичной сферы Sp удовлетворяют условию
\\f(x)—g(x)\\ <2 при всех х, то f гомотопно g, и

гомотопия гладкая, если f и g гладкие.

') Этим методом удалось еще разобрать случай т — /7 = 3

(В. А. Рохлин [31*]). — Прим. ред.
2) См., например, Ху Сы-цзян [56] (или [36*], [49*]. — Ред.).
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Задача 4. Доказать, что если X — компакт, то

любое непрерывное отображение X —> S? можно рав-

номерно приблизить гладким отображением, и если

два гладких отображения X —>¦ Sp непрерывно гомо-

топны, то они гладко гомотопны.

Задача 5. Показать, что если т < р, то любое

отображение Мт—*Sp гомотопно отображению в точ-

ку.
Задача 6 (Брауэр). Показать, что любое ото-

бражение Sn -* Sn степени, отличной от (—l)n+1,
имеет неподвижную точку.

Задача 7. Показать, что любое отображение
Sn —> Sn нечетной степени переводит некоторую пару
центрально-симметричных точек в пару центрально-
симметричных точек.

Задача 8. Пусть М с Rh и NcR1 — гладкие

многообразия. Показать, что касательное простран-
ство Т(М X #)(*,„) равно ТМХХ TNV.

Задача 9. Графиком Г гладкого отображения
f:M-*N называется множество таких точек (х, у) е
еМХ^, что у

= f(x). Показать, что Г есть гладкое

многообразие и что касательное пространство

TTix,y)czTMxXTNy

является графиком линейного отображения dfx.
Задача 10. Пусть дано гладкое многообразие

М с Rh. Показать, что касательное расслоение

ТМ = {(х, ti)sMX^I»e TMX}

также является гладким многообразием. Показать,
что любое гладкое отображение f: M-+N порождает
гладкое отображение

df: TM^TN,

причем (id — тождественное отображение)
с? (id) = id, d(g°f) = (dg)°(df).

Задача 11. Аналогично показать, что нормаль-
ное расглоение

Е = {{х, v) ев М X R" \v ев ТМ±}
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является гладким многообразием. Если М компакт-

но и не имеет края, то отображение Е в Rh

(х, v) •-*• х + v

диффеоморфно отображает е-окрестность многообра-
зия М X 0 в Е на е-окрестность Ns многообразия М
в Rh. (Сравните с теоремой об окрестности — прямом
произведении в § 7.)

Задача 12. Определим г: NS-*M с помощью

формулы r(x-\-v) ='X. Показать, что r{x-{-v) бли-

же к х + v, чем любая другая точка многообразия М.
Используя эту ретракцию г, доказать аналог утверж-

дения из задачи 4, в котором сфера Sp заменена на

многообразие М *).
Задача 13. Пусть многообразия М, N с Rh+i

не пересекаются друг с другом. Отображение зацеп-

ления

к: MXN-+S*

определяется следующим образом:

Л (х, у) = {х —

Если М я N компактны, ориентированы и без

края, а сумма их размерностей т -f- n = k, то степень

отображения называется коэффициентом зацепления
l(M, N). Доказать, что

Доказать, что 1{М, N) =0, если М является краем
ориентированного многообразия X, не пересекающегося

!) В этом аналоге задачи 4 вполне можно допустить наличии

у М края. В этом случае, вместо того чтобы строить гладкую

ретракцию N -»¦ М некоторой окрестности N многообразия М на

само М (что, впрочем, можно сделать), проще поступить так.

Некоторая окрестность U края дМ в М диффеоморфна дМ X /

(почему?). Пусть М'=М\ (дМ X [0, е]), где использовано пред-
ставление U в виде дМ X' я 8 взято достаточно малым. Легко
доказать, что М' является гладким ретрактом многообразия М,
а М — гладким ретрактом некоторой окрестности W множества

М' в объемлющем евклидовом пространстве. Погле этого любое

непрерывное отображение компакта X в М можно сперва аппро-

ксимировать отображением Х-+-М', затем гладким отображением
К -*¦ N и, наконец, гладким отображением X -»¦ М.—Прим. ред.
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с N. Дать определение коэффициента зацепления

непересекающихся многообразий на сфере Sm+n+l.
Задача 14. Инвариант Хопфа. Если уфг —

регулярные значения отображения f: S2p~1-*Sp, to

многообразия f (у) и f~l (z) могут быть ориентирова-
ны как в § 5; следовательно, можно определить коэф-
фициент зацепления l{f~1(y),f~1(z)).

a) Доказать, что коэффициент зацепления как

функция у локально постоянен.

b) Доказать,что если у и z являются регуляр-

ными значениями также и для g, а ||/(*) — g(x)\\ <.
< \\у — г\\ для всех х, то

I (Г* (У), Г' (г)) = l(g~l (у), Г (z)) = / ОТ' (У), g~l (г)).

с) Показать, что l(f~l{y), /"Ч2)) зависит только

от гомотопического класса f и не зависит от выбора
у п z.

Целое число H(f) = l(f~l(y), f~l(z)) называется

инвариантом Хопфа отображения f [55].
Задача 15. Доказать, что если размерность р

нечетна, то H(f) = 0. Доказать, что для композиции

H(gof) равно H{f), умноженному на квадрат сте-

пени g.
Расслоение Хопфа л: S3-*S2 определяется так:

п (х„ х2, х3, х4) = /Г1 ((v, + ix2)/(x3 + ixt)),

где h означает стереографическую проекцию сферы
на плоскость комплексного переменного. Доказать,
что Я (я) = 1.

Задача 16. Говорят, что подмногообразия W и

N' многообразия М пересекаются трансверсально1),
если для любого х ^. N [} N' подпространства TNX и

TN'x порождают ТМХ. (Если п + ft' < rn, то это оз-

начает, что N Л N' = 0.) Доказать, что если W — осна-

щенное подмногообразие, то его можно слегка поше-

') Говорят также: N и N' трансверсальны; N и N' находятся

в общем положении. — Прим. ред.
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велить так, что пересечение с данным N' станет транс-

версальным'). Доказать, что получившееся пресече-
ние есть гладкое многообразие.

Задача 17. Пусть Пр(М) обозначает множество

всех классов оснащенных бордизмов коразмерности р
в многообразии М. Используя трансверсальные пере-
сечения, определить отображение

IF (М) X П? (М) -» Пр+Ч (М).

При р~^-^т-\-\, используя операцию объединения

непересекающихся оснащенных многообразий, пре-
вратить Т\р(М) в абелеву группу (см. стр. 245).

Задача 18*. Пусть М, N — компактные гладкие

многообразия одинаковой размерности и N связно, а

/: М —* N — непрерывное отображение. Докажите, что

у всех гладких отображений g: M —> N, достаточно

близко аппроксимирующих f (а такие g всегда суще-

ствуют; см. задачу 12), степень отображения mod 2
одна и та же. Следовательно, этот вычет однозначно

определяется исходным непрерывным отображением

/. Его называют степенью отображения f mod 2. Если
A'l и N ориентированы, то аналогично можно ввести

степень любого непрерывного отображения /: М —* N.

Определенную таким путем степень (или степень

mod 2) непрерывного отображения f, конечно, уже
нельзя интерпретировать в таких наглядных терминах

(с прообразами регулярного значения), как для глад-

ких отображении. Докажите тем не менее, что ос-

новные свойства степени сохраняются: если N имеет

край или если f(M) Ф N, то степень (или степень

mod 2) равна нулю; у гомотопных отображений сте-

пени равны; верны аналоги задач 1, 6, 7. Пусть М
и N ¦— компактные гладкие ориентированные многооб-

разия размерностей т и т—1 соответственно, причем
М имеет край, состоящий из двух непересекающихся

') Это верно н без предположения об оснащенности N, толь-
ко при этом предположении доказательство получается проще.
Еще один случай, когда доказательство упрощается, — это когда

объемлющее многообразие М является евклидовым простран-
ством. — Прим. ред.
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многообразий Ni и N2; пусть f: M-^/V— непрерывное
отображение. Покажите, что

степень f\Nt — — степень f\N2

(при обычной ориентации края). Если же М, N не

ориентируемы, то во всяком случае выполняется со-

ответствующее сравнение mod 2. Выведите отсюда,
что край компактного гладкого многообразия не яв-

ляется его ретрактоы (ранее было доказано, что он

не является гладким ретрактом). Для непрерывного
векторного поля с изолированными нулями определи-
те понятие индекса поля в нуле и докажите аналоги

основных результатов § 6.

Задача 19*. Пусть М cz Rh— компактное глад-

кое многообразие, Е — его нормальное расслоение
(задача 11),

Ei = {{x,v)\(x, o)e=?, ||о'||=1}.

Докажите, что ?\ — компактное гладкое (k—^-мер-
ное многообразие. Обозначая единичную сферу про-
странства Rh через Rh~\ для любого е е Sh~l рассмот-
рите касательное векторное поле

ие{х) = ортогональная проекция е на ТМХ.

Докажите, что оно имеет нуль в точке х тогда и толь-

ко тогда, когда е является образом точки (х, а)е ?|
(с некоторым у) при отображении

Когда этот нуль будет невырожденным? Докажите
существование такого eeSH, что все нули поля

ие(х) — невырожденные. Покажите, что для такого е

все критические точки функции

fe: M-*R, fe(x) = e • х,

будут невырожденными в смысле определения 4.5 из

Уоллеса.

Задача 20*. В § 6 для компактного гладкого

многообразия N без края доказано, что все касатель-

ные векторные поля на W с изолированными нулями
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(согласно предыдущей задаче, такие поля сущест-

вуют) имеют одну и ту же сумму индексов нулей.
Обозначим ее через %{N). Доказано также, что

%(N) = 0, если размерность N нечетна.

Пусть теперь М с Rh есть m-мерное гладкое ком-

пактное многообразие с краем. Мы хотим изучить ка-

сательные векторные поля на М, имеющие следую-
щие свойства:

(*) поле имеет конечное число нулей,
а на крае оно направлено наружу.

Для этого полезно ввести дубль М многообразия
М. Дубль — это /n-мерное гладкое компактное мно-

гообразие без края, обладающее следующим свойст-
вом: существуют такие многообразия Мо, Mi и такие

диффеоморфизмы ф0: Мо —¦ М, ср4: М4 —» М, что

М = М0[)М1У М0(]М1

Наглядно можно представлять себе, что дубль полу-
чается склеиванием многообразия М с его точной ко-

пией; склеивание производится по краю дМ, причем
так, что каждая точка края отождествляется со своей
копией на краю второго экземпляра. Если исходить
из «абстрактного» определения многообразия, как у
Уоллеса, и пользоваться общим результатом о склеи-

вании двух многообразий по заданному диффеомор-
физму краев (Уоллес, конец разд. 2.7), то предыду*
щая фраза дает не только наглядное разъяснение, но

и исчерпывающее описание построения дубля. Если
же ограничиваться подмногообразиями евклидова

пространства и не апеллировать к недоказанному ре-
зультату, то дубль легко построить в Rh+i = Rh X R
(при этом М a Rh X 0 будет «приподнято» и «изог-

нуто» для получения Мо, «опущено» и «изогнуто» для

получения М^. А именно:

Край дМ имеет в М окрестность L, диффеоморф-
ную <ЭМХ[0, 1]; пусть /: дМ X [0, 1]-* L — диффео-
морфизм, причем f(x,0) — x. Пусть <p: R->R — глад*
кая функция класса С°° со следующими свойствами*
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Ф@ = < при *<у; ф'@>0 при *<-§-; Ф@ = 1

при t^-^. Положим

f,: дМХ[0, l]-+Rk+l = RkXR;

/i(*,Q = (f(*, 1-<рA-<)), Ф@);

lO, 1]); M, = (MXl\iXl)Uii.

Многообразие Afo получается из М4 отражением в

гиперплоскости Rk X 0; наконец, А5 = Мо U Мь (Реко-
мендуется проследить за построением, сделав рисунок
для того случая, когда М — дуга на плоскости.)

Проверьте, что М действительно является дублем.
Докажите, что сколь угодно близко к орту @, ...

..., 0, 1) найдется такой вектор е, что (в обозначе-
ниях предыдущей задачи) векторное поле ие(х) на

Мо будет обладать свойствами (*). Рассматривая
подходящие векторные поля на Й, докажите, что для

всех полей на М, удовлетворяющих (*), сумма ин-

дексов нулей Zt — одна и та же:

если т четно, то 221 = %{М);
если т нечетно, то 22i — %(дМ) = %(М) =0.

Задача 21*. Докажите теорему Хопфа, сформу-
лированную на стр. 230, с помощью другой теоремы
Хопфа, доказанной на стр. 245. А именно, постройте

-сперва векторное поле v с конечным числом нулей,
затем докажите, что существует координатная окре-

стность, диффеоморфная шару, внутри которой содер-
жатся все нули поля v, и сведите доказываемую тео-

рему к такой: пусть на единичной сфере 5n-1 в Rn
задано векторное поле и (уже не касательное!), нигде

не обращающееся в нуль, и пусть вращение и на

S"-' (см. стр. 219) равно нулю; тогда это поле можно

продолжить до поля на единичном шаре, не имеющего

нулей. Последнее утверждение докажите с помощью

теоремы Хопфа об отображениях сферы в сферу.
Задача 22*. Пусть Мт cz Rh+i — гладкое ком-

пактное многообразие. Для любого единичного

вектора е обозначим через Re ортогональное ему
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й-мерное линейное подпространство и через ре— орто-

гональную проекцию на Re- Посмотрим, когда ограни-
чение ре\М будет вложением (см. стр. 65) многообра-
зия М в Re. Ранг ре\М будет всюду равен т, если е

нигде не касается М. Две точки х, у е М не перейдут
в одну, если соединяющий их вектор не параллелен е.

Переформулируйте эти условия в терминах подходя-
щих вспомогательных отображений

где Sh — единичная сфера,

Т{М = {(х, v) \(к, v) е= ТМ, || о ||= 1}

(ТМ— касательное расслоение, см. задачу 10),

— «диагональ» в прямом произведении М X М. Вы-
ведите отсюда, что существует вложение многообра-
зия Мт в R2m+l (теорема Уитни). Более того, если М

компактно, то любое гладкое отображение f: Mm —*

—> R2m+i можно путем малого возмущения превратить
во вложение (если М — подмногообразие Rh, то рас-
смотрите вложение

Rk, g(x) = (f(x),ex),

И Проекции

ЯСНО, ЧТО pio...opkog = f;
получите искомое вложение M->R2m+i, слегка изме-
няя pj.

Докажите, что при k ^ 2m -f- 3 любые два вложе-

ния Nm—*Rh гладко изотопны.

Задача 23*. В определении 6.5 у Уоллеса вве-

дено понятие бордантности двух гладких компактных

многообразий без края (не путать с бордантностью
подмногообразия в объемлющем многообразии, как

это определено у Милнора!). Докажите, что это отно-

шение эквивалентности.

Обозначим через 3?т совокупность классов бордиз-
мов многообразий размерности т. Покажите, что %1т
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можно рассматривать как совокупность классов бор-
дизмов m-мерных многообразий в Rh или Sk, если

k > 2т + 2, и что Щт можно превратить в абелеву
группу, называя суммой двух классов бордизмов, со-

держащих непересекающиеся многообразия М и N,
класс бордизмов многообразия М U N. Вместо
несвязного объединения можно воспользоваться связ-

ной суммой (см. Уоллес, стр. 155). Определите умно-
жение Шт X ЭДп -¦ Wm+n С ПОМОЩЬЮ ПрЯМОГО ПрОИЗ-
ведения многообразий и докажите, что по отношению

к- введенным операциям прямая сумма ')

является ассоциативным и коммутативным кольцом

(оно называется кольцом бордизмов).
Для ориентированных многообразий М и N мож-

но ввести другое отношение эквивалентности: М и N

бордантны как ориентированные многообразия, если

существует такое компактное гладкое ориентирован-
ное многообразие W с краем М( U Nit что М\[} Ni =
= 0, и существуют диффеоморфизмы М —* Mj и

N-*Ni, из которых один сохраняет, а другой изме-

няет ориентацию (Л^ U Ni ориентируется как край
№). Исходя из этого отношения эквивалентности,

дайте определения групп ориентированных бордизмов
Qm и кольца ориентированных бордизмов Q* = EQm.

(Чтобы подчеркнуть различие с этим случаем, об Шт

говорят, как о группе неориентированных бордизмов.)
Замечание. Кольца 5ft* и Q* полностью извест-

ны (ЭД* вычислил Том, вычисление же Q», существен-
но продвинутое им, было доведено до конца усилиями

ряда авторов).
Задача 24*. Определите эйлерову характеристи-

ку проективного пространства Рп (см. Уоллес, упраж-
нения 2.6, 2.7), использовав стандартное отображение
/: 5" —* Рп и «подняв» с его помощью векторное поле

с Р" на S" (т. е. построив на 5" поле, /-связанное с

') Напомним, что хотя имеется бесконечное число «слагае-

мых» Э{,„, каждый элемент х е 9J* является конечной суммой
Xi + ,.. + хг, *,<= 9Jm.
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заданным полем на Р"). Докажите, что при четном п

Рп не ограничивает (см. задачу 20*; впрочем, это сле-

дует уже из неориентируемости, см. стр. 212).
Замечание. Использование эйлеровой характе-

ристики в этой задаче—простейший пример примене-
ния для решения задач о бордизмах так называемых

характеристических классов — некоторых «выделен-
ных» элементов групп гомологии Hi(M), определен-
ным образом сопоставляемых каждому многообра-
зию М.

Задача 25*. В § 7 у Уоллеса доказано, что

каждая замкнутая поверхность (т. е. связное компакт-

ное гладкое двумерное многообразие без края) диф-
феоморфна одной из «стандартных^ поверхностей Sft
(сфера с k ручками) или N(k) (сфера, в которую
вклеены k листов Мёбиуса).

а) Вычислитеэйлерову характеристику поверхно-
стей 2/г и N (k) и убедитесь, в частности, что при ра*з-
личных k она получается различной. (Мы знаем, что

эйлерова характеристика и ориентируемость сохра-
няются при диффеоморфизме1), поэтому отсюда по-

лучается полная классификация замкнутых поверхно-
стей относительно диффеоморфизмов.)

б) В качестве инварианта, различающего 2а и

N (k) при разных k, Уоллес использует род поверх-
ности, т. е. максимальное число непересекающихся

гладких2) окружностей, при разрезе по которым по-

верхность остается связной. Хотя мы обошлись без

рода, нелишне убедиться, что род замкнутой поверх-
ности конечен — факт, принятый в § 7 у Уоллеса без

доказательства. Пусть на поверхности М существует
г непересекающихся гладких окружностей. Разрежем
М по ним и заклеим кругами все полученные дырки

') На самом деле они сохраняются и при гомеоморфизме.
Это доказывается в алгебраической топологии.

2) Обычно в определении рода (определение 7.1 у Уоллеса)
гладкости не требуют. Можно доказать, что в данном случае это

несущественно. Но если мы интересуемся классификацией замкну-
тых поверхностей относительно диффеоморфизмов, то проще ни-

чего не доказывать, а прямо включить требование гладкости

в определение. Неважно, будет ли род в нашем смысле совпадать

с обычным; важно, что он сохраняется при диффеоморфизмах.
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(которых будет не менее г и не более 2г). Обозначим

эйлерову характеристику полученной замкнутой по-

верхности через %'. Докажите, что х'<^"Х + г и х'^-2-
Выведите отсюда, что род М < оо.

в) Какие из замкнутых поверхностей ограничи-
вают?

Задача 26*. Пусть Мп~1 с Rn— гладкое ком-

пактное подмногообразие без края, a Sn~l — единич-
ная сфера II х || = 1. Для любой точки р ^Мп~{ оп-

ределим порядок mod 2 точки р относительно Мп~1
как степень mod 2 отображения

•) м-+s , ^

Обозначим его через <о(р, Мп~1). Возьмем на какой-

нибудь гладкой дуге, трансверсально пересекающей
Мп~1 в точке /?о. две точки pt и р2, близкие к р0 и рас-
положенные по разные стороны от нее. Докажите, что

a>{plt Mn~1)^<a(p2, M"~')mod2.
Выведите отсюда, что Rn \ Мп~1 несвязно. Рассмат-

ривая подходящую окрестность Mn-1, докажите, что

Rn \ Мп~1 состоит ровно1 из двух компонент и что

Мп~1 совпадает с границей каждой из них. Докажите,
наконец, что Мп~1 ориентируемо и допускает осна-

щение в R".

(Теперь мы могли бы, ориентировав Мп~1, опре-
делить порядок точки р относительно Мп~1 как сте-

пень отображения (*).' Очевидно, это коэффициент
зацепления р и Мп~1. Разумеется, можно и в общем
случае ввести коэффициент зацепления mod 2; наш

порядок mod 2 — частный случай.)

Приложение
КЛАССИФИКАЦИЯ ОДНОМЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЙ

Здесь мы докажем один результат, который ис-

пользовался в этой книге.

Теорема. Любое связное гладкое одномерное мно-

гообразие диффеоморфно либо окружности 51, либо
интервалу числовой оси R.
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(Интервал — это связное подмножество R, не сво-

дящееся к одной точке. Он может быть конечным

или бесконечным, замкнутым, открытым или полуот-
крытым.)

Поскольку любой интервал диффеоморфен1) либо

[О, 1], либо @, 1], либо @, 1), то существуют только

четыре различных связных одномерных многообразия.
В доказательстве будет использовано понятие

«длины дуги». Обозначим интервал буквой /.

Определение. Отображение /: I—*¦ М назы-

вается параметризацией длиной дуги, если / диффео-
морфно отображает / на открытое подмножество2)
многообразия М и при каждом se/ длина «вектора

скорости» dfs(\) <= TMf(S) равна единице.

Любая локальная параметризация /' —* М путем
простой замены переменной может быть переобразо-
вана в параметризацию длиной дуги.

Лемма. Пусть f: I —* М и g: J —* М — две пара-
метризации длиной дуги. Тогда /(/) П g{J) имеет не

более двух компонент связности. Если это пересече-
ние состоит только из одной компоненты, то f можно
продолжить до параметризации длиной дуги объеди-
нения /(/) \Jg(J). Если имеются две компоненты, то

М обязательно диффеоморфно S1.

Доказательство. Ясно, что g~iof диффео-
морфно отображает любое относительно открытое3)
подмножество интервала / на относительно открытое

подмножество интервала /. Кроме того, производная

функции g~l°f всюду равна +1 либо —1.

Рассмотрим график этой функции Г с / X /; он

состоит из всех тех точек (s, t), что f(s) =g(t).
Тогда Г — замкнутое подмножество в / X/, состоя-

щее из отрезков прямых наклона ±1. Так как Г

') Бесконечный интервал диффеоморфно отображается на

единичный, например, при помощи отображения вида f(t) =»

= aiht + b.

2) Следовательно, / может иметь граничные точки только в
том случае, когда М имеет край.

3) См.сноску на стр. 195. — Прим. ред.
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замкнуто в / X J и g'iof — локальный диффеомор-
физм, то эти отрезки прямых не могут кончаться

внутри / X h а должны достигать границы. Посколь-

ку g~iof взаимно однозначно, то на каждой из четы-

рех сторон прямоугольника / X J может кончаться,
самое большее, один такой отрезок.

»-

а -

8 -

i-

/
или

\
или

I I

a be

Рис. 19. Три из возможных вариантов для Г.

Следовательно, / состоит не более чем из двух
компонент. (См. рис. 19.) Кроме того, если / состоит

из двух компонент, то обе они должны иметь одина-

ковый наклон.

Если Г связно, то g~l ° f продолжается до линей-

ного отображения L: /?—>/?. Тогда комбинация / и

g о L дает требуемое продолжение

F: / U U

Если Г имеет две компоненты с наклоном, скажем,

-f-1, то оно должно быть устроено, как в левом пря-

моугольнике на рис. 191). Преобразуя, если необхо-

димо, интервал / = (у. Р). мы можем считать, что

V = с и б = d, так что

Полагая теперь 0 = 2nt/(a — а), мы задаем тре-

буемый диффеоморфизм

Л: М

'} В частности, в этом случае I a J должны быть конеч-
ными. — Прим. ред.
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формулой
( /(/) при a<t<d,

h (cos 8, sin 8)== \ . ^^^Q1 g(() при ккр.

Образ h(Sl), будучи одновременно компактным и

открытым в М, должен совпадать со всем М. Это до-

казывает лемму.

Доказательство классификацио н.н о й

теоремы. Любую параметризацию длиной дуги
можно продолжить до параметризации

/: /-+М,

максимальной в том смысле, что / уже нельзя про-
должить ни на какой больший интервал как парамет-

ризацию длиной дуги: для этого нужно только про-
должить f, насколько это возможно, влево1), а затем

насколько возможно вправо.
Если многообразие М не диффеоморфно S\ то

мы докажем, что / — отображение «на» и, следова-

тельно, диффеоморфизм. Если бы открытое множест-
во /(/) не совпадало со всем М, то у f (/) имелась бы

предельная точка х в M\f(l). Параметризовав дли-

ной дуги окрестность точки х и применив лемму, мы

лолучили бы, что f можно продолжить на больший

интервал2). Это противоречит предположению о мак-

симальности f и, следовательно, завершает доказатель-
ство.

') Легко видеть, что если существуют продолжения f на от-

резки /а, у каждого из которых правый конец совпадает с пра-

вым концом /, то существует и продолжение на U 'а- — Прим.
ред.

г) Если бы пересечение указанной окрестности точки х с /(/)
не было связно, то по лемме многообразие М было бы диффео-
морфно S1. — Прим, ред.
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РЕКОМЕНДУЕМАЯ ЛИТЕРАТУРА

Список литературы к этой книге имеет смешанный

характер; он содержит как оригинальные работы (и
недавние, и такие, результаты которых давно стали

классическими, а изложение сильно устарело), так и

рекомендуемые учебники. Для ориентации читателя,

который пожелает глубже ознакомиться с предметом,

здесь собрано несколько замечаний о достижениях

дифференциальной топологии и о литературе.

Прежде всего об основах предмета. Было бы весь»

ма стеснительно ограничиваться тем минимумом, кото-

рого хватало в пределах этой книги1). «Ничьей зем-

ле» (выражение Ленга, уже использованное в предис-
ловии редактора перевода) посвящены [17] и первые

три главы из [38], тогда как [18] относится специально

к основаниям дифференциальной топологии (аппрок-
симация и триангулируемость; в упражнениях затро-

нуты и другие вопросы).
Теперь о некоторых результатах дифференциаль-

ной топологии. Основное понятие этого предмета —<

понятие гладкой структуры на многообразии. В слу-
чае такого пространства, как /г-мерная сфера, мы

') Так, касательные пространства и касательные расслоения

здесь были определены лишь для подмногообразий евклидова

пространства (касательные расслоения — только в задачах), а

между тем для «абстрактных» многообразий (топологических
пространств, снабженных гладкой структурой) также имеются

соответствующие понятия. Преимущество абстрактной трактов-
ки — в ее гибкости: многообразие часто строится именно как «аб-

страктное» многообразие (пример
— действительное и комплексное.

проективные пространства, упражнения 2.7 и 2.9 из Уоллеса) и
многие вопросы, где касательные пространства несомненно дол-
жны играть существенную роль, тоже никак не связаны с вложе-

нием в евклидово пространство. Касательное расслоение — част-

ный случай более общего понятия векторного расслоения, важ-

ного не только для топологии, но и для дифференциальной гео-

метрии и теории дифференциальных уравнений.
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имеем, так сказать, в готовом виде локальные систе-

мы координат, согласованные друг с другом так, что

переход от одной такой системы к другой происходит
при помощи гладких функций. Но можно ли ввести

системы координат на сфере другим способом, так,
чтобы полученное многообразие было бы не диффео-
морфно исходному? И может ли быть так, что про-
странство является топологическим многообразием
(т. е. покрывается окрестностями, каждая из которых
есть клетка), но не может быть превращено в глад-

кое многообразие? Недавно было доказано, что от-

вет па оба этих вопроса положительный. Собственно,
выделение дифференциальной топологии в самостоя-

тельную область математики естественно как раз и

датировать открытием Милнором [20] существования

различных гладких структур на семимерной сфере.
Обзор Милнора [23] в основном посвящен популяр-

ному изложению вопроса о гладких структурах на

сферах. Для его понимания, так же как и для чтения

других топологических работ, цитируемых далее в ос-

новном тексте данного раздела, требуется знакомство

с основными понятиями алгебраической топологии.

Мы познакомились с классификацией одномерных
гладких многообразий (приложение к Милнору) и

двумерных компактных гладких многообразий без
края (§ 7 Уоллеса) *). Изучение трехмерных многооб-
разий в значительной степени представляет собой

предмет современных научных исследований (см. об-

зор Папакирьякопулоса [26], [27*]). Для компактных

многообразий размерности ^4 проблема классифика-
ции в действительности неразрешима (см. Марков
[19], а также Бун, Хакен и Поенару [9]). Однако до-

стигнут большой прогресс для односвязных многооб-

разий большой размерности.

>) В связи с двумерными многообразиями Милнор ссылается

на старую книгу Керекьярто [15], специально им посвященную.
Вообще же классическая трактовка этого вопроса, упоминаемая
Уоллесом в начале § 7, содержится в многих учебниках тополо-

гии (особенно старых — в новых не хватает места), а также в

книгах по римановым поверхностям (где, п^вда, обычно огра-
ничиваются ориентируемым случаем).
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Важным результатом в этом направлении было

доказательство обобщенной гипотезы Пуанкаре для

размерностей п ^ 5: если компактное гладкое тг-мер-
ное многообразие Мп таково, что при всех k <c n

любое отображение 6-мерной сферы Sh —* Ма гомо-

топно отображению в точку, то Мп гомеоморфно
я-мерной сфере. Эта теорема была сперва доказана
Смейлом [33], Столлингсом и Уоллесом [47] для
я ^ 7, а затем Смейлом [34], Столлингсом и Зима-
ном — для п ^ 5. Подробное изложение этого ре-

зультата и его обобщения — теоремы Смейла об

/г-бордизме
— имеется у Милнора [24*], сводка резуль-

татов и первые применения
— в обзоре Смейла [35].

Доказательства основаны на исследовании критиче-
ских точек и сферических перестроек (важную роль

играет описанное у Уоллеса в разделе 8.2 сокраще-
ние перестроек).

В формулировке обобщенной гипотезы Пуанкаре
налагаются определенные условия на гомотопические

свойства многообразия Мп и делается заключение,

что классификация таких многообразий с точностью

до гомеоморфизма тривиальна. (Теперь можно ска-

зать, что теория Милнора гладких структур на сфе-
рах

— это классификация таких многообразий с точ-

ностью до диффеоморфизма, т. е. до более тонкого

отношения эквивалентности.) Сразу же стали пред-
приниматься попытки более или менее непосредствен-
ного применения тех же методов для классификации
многообразий с другими гомотопическими свойствами

и кое-что удалось сделать [42], однако следующее су-

щественное продвижение было достигнуто при ком-

бинации этих методов с методом Понтрягина — Тома.
Этот шаг (сопровождавшийся резким усложнением

используемого аппарата алгебраической топологии)
сделали Новиков и Браудер, которым удалось почти

полностью осуществить редукцию классификации од-
носвязных многообразий к задачам алгебраической
топологии1). См. об этом в обзоре Уолла [43*].

') Уоллес дает ссылку на изложение Уолла [44], содержа-
щее некоторые усовершенствования. Теперь естественно сослать-
ся на вышедшую недавно книгу Уолла [45*].
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Неразрешимость проблемы классификации в об-
щем неодносвязном случае еще не исключает воз-

можности ее решения для многообразий с достаточно

простой фундаментальной группой — например, цик-
лической; и действительно, за последние годы в этом

направлении достигнуто значительное продвижение1).
Одна из задач дифференциальной топологии отно-

сится к вложениям многообразий в евклидово про-
странство. Мы знаем, что /г-мерное многообразие
можно вложить в B/г + 1)-мерное евклидово про-

странство (задача 22*); нельзя ли вложить его в ев-

клидово пространство меньшей размерности? Такой
же вопрос можно ставить и для погружений, или им-

мерсий; так называются гладкие отображения ранга
п (Уоллес, определение 2.11). См. об этом в обзоре
Смейла [35].

В целом обзоры [23], [35], [43*] (последний охва-

тывает более широкий круг вопросов, но написан бо-

лее сжато), не требуя значительных предварительных
сведений, дают хорошее представление о состоянии

дифференциальной топологии к моменту их написа-

ния. С тех пор в ней были дост-игнуты весьма значи-

тельные дальнейшие успехи, но, насколько известно,

им пока не посвящено обзоров такого же характера.
В заключение упомянем литературу по смежным

областям математики.

Учебники по алгебраической топологии: [36*], [49*],
[50], [56]. К сожалению, в учебниках еще не нашли

отражения новые направления в алгебраической то-

пологии (обобщенные теории гомологии), в известной

мере потеснившие прежние, особенно в приложениях
к дифференцальной топологии.

Эпизодические упоминания о расслоениях в этой

книге не дают представления об их значении для то-

пологии. По-видимому, лучшим введением в теорию

расслоенных пространств остается первая половина

книги Стинрода [39] (расслоения в ней называются

«косыми произведениями»), хотя кое-что теперь

стоило бы изложить иначе. (Вторая половина, начи-

') См. [45*].
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ная с § 20, теперь безнадежно устарела.) Представ-
ление об использовании расслоений и дифференциаль-
ных форм в геометрии дает [38]. Теория дифферен-
циальных форм находится на грани между тополо-

гией, геометрией и анализом и по-разному исполь-

зуется в каждой из этих дисциплин. Элементарное
введение — [37]. Изложение, ориентированное в сто-

рону топологии — [30].
Понятие критической точки имеет важные прило-

жения в дифференциальной геометрии [22], [14], [3*].
Полученные таким образом геометрические резуль-
таты в свою очередь полезны для топологии [22].
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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

Теоретико-множественные обозначения

х еА хесть элемент

множества А

х фА л:не является эле-

ментом множе-

ства А

АсВ множествоА со-

держится в мно-

жестве В

Aid В множествоА со-

держит множе-

ство В

А\) В объединениемно-
жеств А и В

А[) В пересечениемно-

жеств А я В

{JAi объединениемно-
жеств А{

ПЛ,- пересечениемно-

жеств At
СА дополнениек мно-

жеству Л

0 пустоемножество

А \ В разность мно-

жеств Л и В

фЛ числоэлементов

множества Л

{х\х обладает свойством S} совокупность всех

тех х, которые
обладают свойст-
вом S

id тождественное

ртображение (ка-
кого именно мно-
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жества Л, должно
быть ясно из кон-

текста; переводит

каждую точку
а е А снова в а).

/: Л->-В отображениемно-
жества в множе-

ство

К такому / относятся еще следующие обозначения:

f\At ограничениеото-

бражения / на под-

множестве Л] с: Л

f~l(b) = {a |f (а) = Ь} (полный)прообраз
точки /ieB

f~l(Bl) = {a \f (a) <= В±} (полный)прообраз
множества В{ с В

lmf =f(A) образмножестваЛ
g°f или gf композиция ото-

бражений / и g:
В^>С, определяе-
мая формулой
(g°f)(a) = g(f(a)).

(В зависимости от контекста gf (или g • f) может

обозначать и обычное произведение функций.)
Обозначения, которые вводятся в книце

А 18 Нт 195

ЫА 18 Rk 179
Ft A 18 Sn~l 181
dimM 37 ТМХ 181,185

deg/ 213 ||jt|| 198
deg(/, у) 213 x-u 198

deg2f 210 l(M,N) 249
dfx 182,186-187 ©(p.M) 259
Dm 196 %(M) 223,253

dX 195 mm,Я., Qm, Q, 256

Г № 235
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Атлас 37

Атласы согласованные (совме-
стимые) 38

Бордантное нулю многообра-
зие 124, 233

Бордантные многообразия 124,
232

Бордизм, бордантность 123,

232, 233

— оснащенный234

Бордизмов группа, кольцо 256

Векторное поле 217

Вложение 65

— теоремы о нем 69, 71, 87,
255

Внутренность 18
¦— многообразия с краем 195

Вращение векторного поля 219

Гаусса—Бонне теорема 228

Гауссово (нормальное) ото-

бражение 224, 228
Гессиан 83

Гомеоморфизм 20, 175

Гомотопия 205, 248

Граница 18

Диффеоморфизм 49, 179

Дифференциал (производная)
отображения 181, 182

Дубль многообразия с краем
253

Замкнутое множество 16

Замыкание 18

Изотопия 128, 206, 221

Инвариант Хопфа 250

Индекс критической.точки функ-
ции86 .
— —связь с типом пе-

рестройки 122

— нулявекторного поля 221

Индексов сумма 223, 229, 230,

254

Карта 37, 44

Касательная прямая 72

Касательное пространство 73,

181, 183

— —в точке края 195

расслоение 248

Касательный вектор 181

Клетка 36

Когомотопическпе группы 245,
251

Компактность 26

Координаты локальные (систе-
ма координат на многообра-

зии), координатная окрест-
ность 28—29, 43—44, 180

Коразмерность 23?

Коэффициент зацепления 249

Край многообразия 51, 195
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Критическая точка отображе-
ния 198, 192

функции 76
— невырожденная 83

— —

строение окрестно-
сти 100

Критический уровень функции
89
—

строение окрестности

96, 98, 106

Критическое значение отобра-
жения 189, 192

Многообразие гладкое 36, 180

. классаС", С" 38
— —с краем 51, 195

— Понтрягина235

— топологическое 38

Многообразия, замечания о

классификации 264—266

Многообразия размерности 0

180

1 198, 258

2, классификация 151, 159
3 159, 174

Односвязность 164

Окрестность 13—15
— множества 16

прямое произведение 110,
238

Ориентация края 212

Ориентация, ориентированное
или ориентируемое многооб-

разие ИЗ, 211

Ортогональные траектории се-

мейства уровней 90
Оснащение, оснащенное под-

многообразие, оснащенный
бордизм 234

Основная теорема алгебры
190

Открытое множество 16

Относительно замкнутое, отно-

сительно открытое множест-

во 195

Отображение гладкое гладких

многообразий 45—46
— —подмножеств евклидова

пространства 34, 179

— непрерывное19

Неориентируемое многообразие

113, 212, 246

Неподвижная точка 199

Нормальное (гауссово) отобра-
жение 224, 228

— расслоение 248

Нормальные векторы 194, 195,
234

Нуль векторного поля невы-

рожденный 226

Ограничивающее многообразие
124, 233

Параметризация 180
— длинойдуш 259

Перестройка 115
Петля (замкнутый путь) 161
Пленка, реализующая бордизм

многообразий 124, 232
— —перестройку 123

Подмногообразие 54

— многообразия с краем 69

Подпокрытие 26

Подпространство 1В

Покрытие 26

Порядок точки относительно

многообразия 258
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Проективная плоскость, проек-
тивное пространство 39—40

Производная (дифференциал)

отображения 181, 182

Прямое вложение ПО

Пуанкаре гипотеза 175
— — обобщенная 265

Пуанкаре — Хопфа теорема 223

Размерность многообразия 37,
180, 184

Ранг, отображения 50

Регулярная точка 189, 193

Регулярное значение 189, 192,

193

Ретракт, ретракция 197, 252

Род поверхности 147, 257

Тип перестройки 115, 122

Топологическое произведение
21

—

пространство 14

Тор 15, 29

Трансверсальность 250

Фундаментальная группа 163

Функция гладкая

в евклидовом простран-
стве или на его подмноже-

стве 32, 34
на многообразии или на

его подмножестве 42

/-связанные векторные поля

219

Сарда теорема 191, 192, 200
Связная сумма многообразий

155
Связность 21
Сплошной тор 29
Степень отображения 213, 251
по дулю два 210, 251

190

Стереографическая проекция
190

Сферическая перестройка 115

компенсирующая 164, 173

Хаусдорфово пространство
25

Хопфа теорема 218, 223, 230,
245, 254

Хопфовское расслоение 250

Эйлерова характеристика 223,
230

Якоби матрица, якобиан 33
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